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Resumen

Se presenta un modele matemidtico que describe la dindmica de transmisién y propagacion de a enfermedad en las
branquias producida por la bacteria Flextbacter branchiophilus en la trucha arco iris Oncorfynchus mykiss. La interpretacién
se hace mediante tres ecuaciones diferenciales lineales ordinarias. Ademds, se incluye el porcentaje de peces sanos que
adquieren la enfermedad, 1a tasa de mortalidad por la enfermedad y el porcentaje de peces que luego de tratamiento vuelven
@ Ser sanos.

La dindmica en ausencia o en presencia de la enfermedad y variando el tratamiento presenta un comporiamiento comparable
a las condiciones naturales de los cultivos truchicolas. Con tratamientos de alta efectividad las mortalidades se estabilizan
en un nivel minimo de pérdida, y lo contrario sucede con tratamientos de baja efectividad, los cuales permiten que se
incremente la mortalidad a niveles de pérdida de la poblacidn casi a la totalidad. Se analiza el tiempo de vida medio de la
poblacidn.

Patabras clave: modelo matematico, control integrado, Flexibacter branchiophilus, Oncorhynchus mykiss, simulacién,
prediceién, deterministico. '

Abstract

A mathematic model is presented in this work to describe the transmission dynamics and spreading of the gill disease
produced by Flexibacter branchiophilus bacteria, in Oneorhynchus mykiss rainbow trout. The interpretation is made
through out three ordinary lineal differential equations.

Besides, the death rate by disease, the percentage of healthy fish once treated are healthy apain, and percentage of healthy
fish acquiring the disease are included. Dynamics with ar without the disease and modifying chemical treatment present a
comparative behaviour 1o the natural conditions of trot farming. Death rates are stabilised at a minimum level of loss using
high effectively treatments, instead of those with low effectively treatments which allow the death rates increase to Joss
level of population totally nearly, The life time average of population is also analysed.

Key words: mathematical model, control integrate, Flexibacter branchiophilus, Oncorhiynchus myfdsﬁ, simulation, predic-
tion, deterministic.

INTRODUCCION

La trucha arco iris es originaria del noreste de convertido en una de las principales especies de
América. Fue introducida para cultivarla en mu- aprovechamiento acuicola. Las patologias bac-
chos paises en donde sus caracteristicas la han terianas son responsables de graves mortalida-
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des tanto en los peces en estado libre como en
cautiverio, El papel actual de estos microorga-
nismos puede variar de un sintoma primario a un
conglomerade de anomalias que contribuyen al
estrés del animal, hasta el punto de morir por al-
giin otro proceso patolégico diferente (Roberts y
Shepherd, 1980; Saga y Roman-Valencia, 1995).

Bacterias patdgenas presentes con mayor frecuen-
cia en los cultivos truchicolas son las del género
Flexibacter sp. (orden Citophagales, familia Cyto-
phagaceae), siendo las especies més comunes F
colummnaris, F. branchiophila y F. psycrophilus,
y siendo F branchiophila la que afecta directa-
mente las branquias. La enfermedad de las bran-
quias es una de las flexibacteriosis més comunes
en la truchicultura y de baja frecuencia en am-
bientes silvestres. Afecta principalmente a los ale-
vinos y truchas juveniles (Sarti y Giorgettii, 1996),
llegando a ocasionar mortalidades hasta del 70%
del cultivo si las condiciones del medio v de es-
trés del pez son propicias (Madsen y Dalsgaard,
1999), Wakabayvashi {1991, citado por Decoste-
re et al., 1998).

Las sefiales clinicas son pérdida repentina del
apetito, legartia generalizada y permanencia en
la superficie del agua cerca a su entrada. Los opér-
culos permanecen abiertos, las branquias palide-
cen y se inflaman y se observa acumulacion de
moco en los lamelos branquiales (Carrizosa y Del
Real, 1975; Conroy y Véasquez, 1976).

Hay numerosos trabajos que utilizan modelos
matemdticos para describir patologfas basados en
la dinimica bacteriana en humanos, plantas y
animales. Estos son utilizados para analizar esta-
dos criticos de la enfermedad, determinar el nd-
mero de individuos infectados en un tiempo
determinado y estrategias eficientes de control
(Mascola er al., 1993; Castillo y Huang, 1996;
Castillo y Feng, 1997); Chatterrje {1973) presen-
ta modelos relacionados con el control de pestes;
Duque y Muifoz (2000) muestran un modelo es-
tocastico que describe la dindmica de F. bran-
chiopilus en la trucha arco iris determinando la
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distribucion de probabilidades, funciones gene-
radoras de probabilidad y otros aspectos del com-
portamiento de la enfermedad en el tiempo.

Con ¢l presente trabajo se buscé aportar elemen-
tos para el control y tratamiento de enfermeda-
des bacterianas disefiando un modelo matemdtico
que representa la dindmica de la enfermedad,
basado en la teoria de enfermedades tipo S-1-8
(susceptible, infeccioso, susceptible).

MATERIALES Y METODOS

En el modelamiento matemitico de esta enfer-
medad se siguen los métodos de sistemas epide-
mioldgicos tipo S-I-8 y se utilizan ecuaciones
diferenciales ajustadas a la dindmica, analizadas
numéricamente (Barrelli y Colleman, 1998; El-
delstein-Keshet, 1988).

Con base en aspectos biolégicos y epidernioldgi-
cos de enfermedades producidas en la trucha por
bacterias del género Flexibacter se elabor6 un
modelo que representa la dindmica de la enfer-
medad.

Se utilizs el programa de simulacién Maple ver-
sién 5.0 para observar ¢! comportamiento del
modelo, tomando en consideracién diferentes ti-
pos de tratamiento, métodos de contagio, muerte
por la enfermedad y factores ambientales que in-
tervienen en el desarrollo de la patologia.

Suposiciones del modelo matemético. El mode-
lo considera la muerte por la enfermedad en los
peces infectados, la forma de transmisién paté-
geno-pez, la disminucién de la bacteria en el agua
por factores ambientales (condiciones 6ptimas de
aseo, pH, oxigeno disuelto, nitritos, nitratos y
amonios) y el tratamiento con droga controlando
la enfermedad. Se considera una poblacién de
peces juveniles en cultivos intensivos con fines
comerciales.

El modelo tiene las siguientes variables y para-
melros:
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Ps: nimero de peces juveniles en el estanque en
un tiempo ¢.

PI: nimero de peces infectados en un tiempo ¢.
P: nimero total de peces en el estanque.

a: porcentaje de peces que por tratamiento (am-
biental y quimico) de la enfermedad vuelven a
ser sangs,

&: porcentaje de mortalidad por la enfermedad.

B: porcentaje de peces sanos que adquieren la
enfermedad.

RESULTADOS

Sistema de ecuaciones diferenciales

P - ap, -, !
P =6F - (z+ )P, 2
F+P =P 3
P'=-& 4

Los pardmetros biolégicos son @, 8,y 8§ > =0

Las ecuaciones (1), (2) y (3) son lineales, en las
variables Ps, PI, P y t. (Barrelli y Colleman, 1998,
Eldelstein-Keshet, 1988).

De las ecuaciones (1) y (3) se obtiene la ecua-
cién diferencial lineal de segundo orden homo-
génea:

B (6 +a+ 5)P'+85P, =0 5
con ecnacién caracteristica
A+(@+a+8)i+05=0 6
la cual tiene las raices o valores propios:
jl=—(€+a+§)—J(ﬂ+a+J)’-—49§ 7
2
22=—(9+a+5)+,f(29+a+§)2—496 8
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El discriminante A={@+a+5) -485 tiene
sentido bioldgico cuando (§+a + SY > 465

Es decir, la ecuacién (5) tiene una solucién gene-
ral de la forma:

B()=Ce* +Ce™ 9

donde 4,4, son reales diferentes

- A -1 =Pso(1_'21) 10
6-alfg) -5

bajo las condiciones iniciales P, (0)=P~, ¥
Py (0) =Py,

Sustituyendo la solucién (2) en la ecuacién (2) se
obtiene la ecuacién diferencial lineal de primer
ordenen P, y ¢:

F+{a+8)P, = 8(Ce™ + Ce™) 11
la cual tiene la solucién particular:

B()= S + 0™ + pe eV 12
con f= - Fulh-1) Pl - 4)

(@ro+2)t-2) " larori)t-4)
pP=E-f-w

Simulacién del modelo

En la figura 1 el modelo describe la dindmica en
ausencia del patégeno y sin tratamiento de la en-
fermedad.

En Ia figura 2 el comportamiento en condiciones
aptas para el desarroilo de la enfermedad y sin
ningun tratamiento o con uno no tan efectivo cla-
ramente representa las pérdidas rdpidas de los
alevinos.

En la figura 3 se incluye tratamiento del 50% de
efectividad y muestra cémo la poblacién de pe-
ces sanos llega hasta la mitad y Ia de los peces
infectados se incrementa hasta estabilizarse; la
poblacion total desciende a 10.000 ejemplares.
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Figura 1. Comportamiento del modelo con pardmetros o = 0,8 =0 y & = 0.01. Valores propios &, =-0.01, A, = -8.19*10*
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Figura 2. Comportamiento del modelo con pardmetros ¢ =0.01,8 =02 y § = 0.5. Valores propios A, =-516, A, =-819

En la figura 4 se introduce un tratamiento més
efectivo y se observa el comportamiento de la
dinamica; disminuye una cantidad minima de la
poblacién total de peces.

Tiempo de vida media de la poblacién (t). Se
define como el periodo de tiempo necesario para
reducir la poblacién a la mitad de poblacién ini-
cial en presencia de la enfermedad. Es decir,

l _ Fio AT _ Ar 13
=T, - -4 )]

o sea, el valor de T para el cual
O T 14

T = 3.5 dias para los siguientes parametros:
o =001,0=02y 8 =0.5 reduce la poblacién a
la mitad.
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DISCUSION

En este trabajo se presenta un modelo matemati-
co basado en la aplicacién de sistemas epidemio-
légicos tipo S-I-S (Barrelli y Colleman, 1998;
Eldelstein-Keshet, 1988). Se ajustan aspectos bio-
logicos y epidemiolégicos de enfermedades pro-
ducidas por bacterias del género de las
Flexibacter sp. y se toman en consideracién los
tipos de tratamiento, métodos de contagio, muer-
te por la enfermedad y factores ambientales que
intervienen en el desarrollo de la patologia. Se
definen estrategias de control para evitar y pre-
decir en el tiempo el comportamiento de la enfer-
medad v determinar los tratamientos efectivos.

En la simulacién del modelo en condiciones de
ausencia del patdgeno y sin tratamiento (figura
l¢) P tiene un comportamiento comparable a las
condiciones naturales. PI (figura 1a) se incremen-
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Figura 3. Comportamiento del modelo con parfimetros & =0.5,8 =02 y 5 = 0.1. Valores propios 1, =-1.548, & =-0.051
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Figura 4. Comportamiento del modelo con pardmetros ¢ =0.8,8=0.2 y 8 = 0.02. Valores propios A,=-1.768, &, =-0.27

ta en uno, Ps (figura 1b) disminuye en uno y la
poblacidn total inicial pierde un individuo. Estos
son resultados relacionados con factores éptimos
en la cria de peces, tales como concentraciones y
valores adecuados de oxigeno disuelto, pH, tem-
peratura, nitritos, nitratos y amonios (Roberts y
Shepherd, 1980; Blanco-Cachafeiro, 1984; Be-
leau, 1988); P presenta pérdida de un individuo,
lo cual hace mds interesante el modelo ya que se
aproxima a la realidad donde la poblacién puede
presentar mortalidades diferentes (enfermedades
no infecciosas, como la desnutricién) a las cau-
sadas por la bacteria, segin Saga y Romén-
Valencia (1995).

La simulacién del modelo en presencia del patd-
geno y con un tratamiento de la enfermedad muy
bajo se tienen efectos diferentes (figura 2). PI (fi-
gura 2a) presenta en los primeros dias 1-4 los
puntos maximos de infeccidén y contagio. Ps (fi-
gura 2b) disminuye paulatinamente hasta reflejar
la mortalidad de todos los individuos del cultivo
(figura 2c). La infeccidn fue comprobada median-

te técnicas de analisis de la infeccién, desarrolla-
das por Sarti y Giorgettii (1996} y Madsen y Dals-
gaard (1999). Se afirma que en condiciones
desfavorables (bajos niveles de oxigeno disuel-
to, altas concentraciones de nitritos, nitratos y amo-
nios) el comportamiento de la enfermedad es
critico para la poblacién de peces cultivados.

Simulacién del modelo en presencia de la enfer-
medad con un tratamiento del 50% (o = 0.5)
(figuras 3b, 3c). Este representa los criterios de
susceptibilidad establecidos por Amin et al.
(1988), que clasifica los tipos de accion de los
antibiéticos para control de bacterias del tipo de
las Flexibacter sp. en alta, moderada, poca y re-
sistente con respecto a la sensibilidad. Se contro-
la la enfermedad a niveles poco perjudiciales
econdmicamente, pero con posibilidad de que el
patdgeno desarrolle resistencia.

La simulacién del modelo en presencia de la en-

fermedad con un tratamiento eficaz de 80% (o =
0.8) muestra cémo Pl y Ps (figuras 4a, 4b) tien-
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den a estabilizar la poblacidn total (figura 4¢) en
la primera semana {Garcia, 1985; Thoesem,
1994). El tratamiento ripidamente estabiliza la
enfermedad; sin embargo, su accién es violenta
en los primeros dias hasta controlar la accién bac-
teriana.

El tiempo de vida medio es utilizado en diferen-
tes enfermedades para determinar cuindo la po-
blacién llega a la mitad, y es de gran utilidad
porque éste permite tomar decisiones para defi-
nir métodos de control (Malthus, 1798, citado en
Eldelstein-Keshet, 1988). Para este caso encon-
tramos que T = 3.5 dias, lo que quiere decir que
los dias 3 y 4 la poblacién se reducird hasta la
mitad dando un tiempo prudente para el tratamien-
to. Se utilizaron los pardmetros de la figura 2.

Los modelos matemidticos que presentan Castillo
y Huang (1996) y Castillo y Feng (1997) no re-
presentan patologias en peces; por el contrario,
son utilizados para enfermedades en hombres,
pero igualmente el proceso de disefio y fin del
modelo es predecir los alcances de la enferme-
dad y establecer estrategias de tratamiento, lo cual
apoya y hace interesante la aplicabilidad de esta
metodologia.

El modelo de Duque y Mufioz (2000) trata la
misma enfermedad y hace un aporte importante
en cuanto a modelos en ictiopatologia debido a
que se consideran variables poblacionales alea-
torias en el tiempo y se interpreta la dindmica
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
en el que las variables son la esperanza y la va-
rianza, lo cual permite establecer la distribucidn
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simulacionl =proc{a::float.te::float,d::float}

= with{DEtools):

>end:
> simulacion2:=proc(a::float,te::float,d:: Moat)

> with({DEtools):

»>end:
» simulacion3:=proca::float,ie:;float.d::float)

> with{DErools):

> end:
> simulacion1(0.3,0.4,0.05);
> simulacion2(0.3,0.4,0.05),

> simulacion3(0.3,0.4,0.05),

Programa de simulacién en Maple version 5.0

>DEplot([D(Ps){)=a*Pin(t)-te*Ps(t), I Pin)(t)=te*Ps(1)
(a+d)*Pin(t), D(PYO)=D{PinX0)+D(Ps)(1}].[Ps(1),Pin{t),P(1)].1=0..15,[[Ps(0)=12000,Pin{0)=0,P(0)=
12000]).stepsize=.05, scene=[t,Ps(t)] linecol our=sin(t*Pi/2) title="Poblacién de peces sanos');

>DEplot([D{Ps)()=a*Pin(t)-te*Ps{t), D(Pin}(t}=te*Ps(t)
(a+d)*Pin{t),DIPHO=D{Pin}{1)+D{Ps)(t)],[Ps(t) Pin(O.P(1)],t=0..15,[ [ Ps (()=1 2000,Pin{0)=0,P{)=
12000]],stepsize=.05,scene=[t,Pin(t)].linecolour=sin{1*Pi/2) title="Poblacién de peces infectados '),

>DEplot([D(Ps)(t}=a*Pin(t)-te*Ps(t),D{Pin){t)=te*Ps(t)
(a+dy*Pin{t), D(PY1)=D(Pin)(1)+D(Ps)}(r)}. [Ps(t), Pin(th,P(1)],t=0..15,[[Ps(0)=12000,Pin{(N=0,P(0)=1 200011,
stepsize=.03 scene=[t,P(t})].linecolour=sin(t*Pi/2} title="Poblacidn total de peces'};
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