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PRESENTACION

El presente cuadernillo contiene algunas de las elaboracio-
nes tedricas - metodoldgicas de varios docentes del drea de
Matematica.

Son el resultado de un largo proceso de reflexién pedagégica
presentado a discusién durante los Encuentros Regionales
de Matematicas, patrocinados por la Facultad en los dltimos
anos.

El lector tendrd a su disposicién un variado surtido de pro-
puestas metodolégicas que le permitirdn introducir noveda-
des en su practica docente. : ol

Encontrard un tratamiento alterno para la multiplicacién
de ntimeros reales, con sustento sencillo en los polinomios;
igualmente, verd cémo usar la regla y el compés para la
-solucién de ecuaciones cuadraticas.

Asi mismo se les invita a mirar las situaciones problema
como una fuente de matematizacién y los fundamen-
tos sociolégico - mateméaticos del razonamiento ma-
tematico.

De otro lado se les entregan a los docentes algunas ideas
basicas para acompanar a los nifios en el desarrollo

-




del pensamiento geométrico y actividades sobre una
hoja de papel como un auxiliar simple, barato y polifuncional
dentro del aula.

Remata el cuadernillo con una discusién sobre la generali-
zacién y la conceptualizacién aplicada a las estructu-
ras aditivas.

Esperamos que estos trabajos contribuyan al mejoramiento
de la ensefianza y el aprendizaje de la Matemética en nues-
tro sistema escolar.

QUEIPOE T A VELASQUEZ

Facultad de Educacién



£ CUAO [ONES COADEAT

* Profesor de la
Facultad de
Educacién de la
Universidad de
Antioquid.

MATEMAT (CAS .

SOLUCION, CON REGLA Y COMPAS, DE
ECUACIONES CUADRATICAS

Grimaldo Oleas Linan*

En diferentes encuentros con docentes, se ha indagado acerca de
c6mo se ensefia en Educacién Secundaria el concepto de ecuacién
cuadrdtica.

La realidad cruda es que, en la mayoria de los easos, la inter-
vencion docente se reduce a informar que la ecuacién
cuadrética es una expresién de la forma ax> + bx + ¢ = 0,
y que la solucién se obtiene mediante la llamada férmula
general. 2

No se hace, por supuesto, alusién a conceptos como: funcién
cuadrdtica, pardbola, interceptos.

Es evidente que lo tnico que el joven aprende, en estas cir-
cunstancias, es la archiconocida férmula, después de resol-
ver, o ver hacerlo, numerosos ejercicios memoéricamente.

Adicionalmente se ha observado que el Algebra elemental y
la Geometria se consideran 4reas independientes, con esca-
sa o nula conexién.

En este trabajo se presenta uno de los numerosos temas en
los que se aprecia la estrecha relaciéon Algebra-Geometria:

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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se exhibe c6mo el problema de resolver una ecuacién de segundo
grado puede abordarse desde la Geometria Euclidiana.

Una funcion cuadratica suele expresarse como: f(x) = ax?> + bx +
c, cona, by c constantes, ya = 0. Se considera aqui el caso en que
a, b y ¢ son constantes reales.

La gréfica de la funcién cuadratica es una pardbola, cénca-
va hacia arriba o hacia abajo segin el signo de la constante a.
Si dicha gréfica corta al eje x en algin punto, éste debe ser
una pareja (x, 0) ; es decir, un punto en el cual f(x) = 0; o
lo que es lo mismo: ax*> + bx + ¢ = 0.

Resolver en ® la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, consiste en
hallar las abscisas de los puntos (x, 0) en los cuales la curva
f corta al eje x.

Dada una ecuacién cuadritica ax* + bx + ¢ = 0, es siempre
posible, ya que a = 0, escribirla como:

X+ fx+A=0 (1)
Se analiza a continuacién la ecuacién cuadratica con la forma

(1).

Para resolver la ecuacién (1), puede deducirse
algebraicamente la llamada férmula general:

o ’i.\}p"—"-l,-] (2)

2

Se intenta en este trabajo darles sentido geométrico a las
soluciones reales, si existen, de la ecuacién (1) y, consecuen-
temente, llegar a la férmula general (2).

Los coeficientes de la ecuacién cuadritica x> +fx + 4 = 0
presentan, en general, dos posibilidades:

8 | CUADERNOS PEDAGOGICOS



1.LB=064=0

2.8#0yA %0
1.Lp=064 =0
.14 =0

Laecuacién se reduce a: x> + bx = 0;esdecira: x (x +b) =0
Una simple aplicacién de propiedades de los reales, permite con-
cluir que hay dos soluciones reales: O (cero) y-b.

128 =0

La ecuacién se transforma en: x> +4 = 0. Una nueva aplica-
cién de propiedades de los reales, lleva a concluir que hay
tres posibilidades:

* 2 = 0 (analizado antes).

e 2 > 0 (la ecuaci6n carece de solucién real).
e 1 <0

En este dltimo caso, higase ¢ = -1 ; asi, ¢ > 0 y la ecuacién
pasa a ser:
x’=c (3

Considérese la solucién real x positiva de la ecuacién (3). Esta
ecuacién puede reescribirse: !

o | X

o !
X

.
Debe, pues, construirse, (trazarse) un segmento cuya longitud, x,
sea media proporcional entre ¢ y 1. Para ello, puede procederse
como se indica en el ejercicio correspondiente al caso 2.1, que se
estudia posteriormente.

De este modo, se obtiene la solucién real positiva: x = e .
Queda completo el analisis de la primera posibilidad para # y A.

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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2.0:0y4 <0

Ahora hay cuatro casos posibles:
*f >0yA<0
*f <0yA<O
*f <0y4A >0
*f >0yA >0

218 >0y4 <0
Debe resolverse la ecuacién: .

XX+ pBx+4 =0 (conf->0yd<0) 4)

Definase: B = f; ¢ = - 4. Se obtiene asf la ecuacién: x* +
bx - ¢ = 0, con b y ¢ constantes positivas. Esta ecuacién es
equivalente a:

x(x + b) = (¢ )2 )

En caso de existir solucién positiva, deben hallarse dos
segmentos, de longitudes x, x + b, de modo que el seg-
mento de longitud ¢ sea media proporcional entre ellos:

x"’b: ﬂ.}{;
-\.[C_' X

Supéngase resuelto el problema; es decir, se conocen los
segmentos de longitudes x + b, x. Esto permitiria hallar su

media proporcional: el segmento de longitud N[E

Geométricamente se procede asi: el segmento AB (fig 1)
tiene longitud AN + NB; es decir (x+b) + x. Debe tenerse:
AM = x, MN = b.

Para construir el segmento de longitud ’\J'!E , ha de trazarse

10 | CUADERNOS PEDAGOGICOS



una semicircunferencia de dismetro AB. Para ello, debe primero
hallarse su centro (O): punto médio de A5,

A M N B

Es evidente que O es el punto medio del segmento MN.

Ahora, con centro en O y radio r ((QB), se traza la
semicircunferencia buscada (figura 2).

Figura 2

En N, se traza INE, perpendicular al didgmetro AB. NE es

el segmento de longitud JE buscado (es media proporcional
entre ,flM , de longitud x+b, y NB, de longitud x).

El radio de la semicircunferencia es: r = OE = OB = x + b/2.
En el tridngulo rectangulo ENO, el cateto ON = b/2; el cate-

to NE =«}rC_'. En consecuencia, para resolver
geométricamente, se procede asi:

CUADERNOS PEDAGOGICOS | 1
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i) Se construye un segmento de longitud 'JE -

ii) Se construye el tridngulo rectangulo ENO de catetos EN( «/E )
y ON(b/2). Véase la figura 3.
iii) A continuacién, con centro O, y radio b/2, se traza un arco que

corta la hipotenusa OF enF

El segmemoE—F es el segmento solucién de la ecuacion (4).
=

b
O g

|

Noétese que del tridngulo ENO se conocen sus dos catetos;
por tanto, siempre es posible construirlo geométricamente.
Esto significa, que la ecuacién (4) siempre tiene al menos
una solucién real positiva.

Ejercicio

Resuélvase geométricamente la ecuacién: x* + 3x -5 =0

" Solucién
1 = ) e
® . - b -
D
. ~ o

Figura 4

En la figura 4 se muestran segmentos de longitudes: 1, 3, 5.
12 l CUADERNOS PEDAGOGICOS



i. Se construye JE (Fig. 5). Enlafigura5, HQ = ¢; QI =1; Pes
punto medio de HI y es centro de la semicircunferencia que pasa

por R. _Q_R es perpendicular al didgmetro H7. En consecuencia,

QR =-/c.

~ i) Se construye ahora el tridngulo ENO de catetos ON = b/2, y
EN = «fE (QR). Véase la figura 6.

iii) Finalmente se traza, con centro O y radio ON, un arco
que corta la hipotenusa en F. 2

El segmento E'_F es un segmento solucién (de longitud x).

rE

Op..
=

Figura 6

CUADERNOS PEDAGOGICOS | 13




14

Obsérvese que al resolver geométricamente la ecuacién (4), se ha
resuelto el problema:

Dado un cuadrado de drea c, constriiyase un rectdn-
gulo equivalente, del cual se conoce la diferencia
(b) entre las longitudes de sus lados. Véase figura 7.

Partiendo de la solucion de la ecuacién cuadriética, puede llegarse
a la llamada férmula general. En efecto en la figura 3, el Teorema
de Pitagoras garantiza que:

v :

X+b

Ve

Figura 7

: 2
r = OE = ~JON? + NE? cestoes, = (%] o Por tanto, r
B+ dc —b+ /b’ —4c

=——— Pero x =1 - é Luego, x =
2 *

Devolviendo el cambio hecho en la ecuacién (4),

BB

2

X

Obsérvese que el valor de x corresponde a la férmula gene-
ral dada en (2). Se analiza a continuacién el segundo caso:

22 <0yAaA<0
Se trata ahora de resolver la ecuacién:

x>+ fx+A =0, con <0 y 4<0 (7)

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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Sean: b = -f;c = -4 . La ecuacién se transforma en:
x2-bx-c=0 (8)
Con b y ¢ reales positivos. De la ecuacién (8) se obtiene:

%o

A/ C x—-b

Habr4 solucién geométrica, si la ecuacién tiene solucién real posi-
tiva, con x > b. En tal caso, deben hallarse dos segmentos (de
longitudes x, x - b), cuya media proporcional sea el segmento de

longitud JE ;
Se trata, en sintesis, de construir un rectiangulo, del cual se conoce
la diferencia b de las longitudes de sus lados, y que es equivalente

a un cuadrado de 4rea c.

Supéngase como antes, el problema resuelto; es decir, se conocen
X, X - b. Esto permite construir JE, su media proporcional.

El segmento AB (fig. 8) tiene longitud:

AB = AN + NB K
AB= (x-b) + x ' 3
> - .

A

i |
=
a

-

Figura 8

El centro O de la semicircunferencia de didmetro A5 esel punto

medio del segmento MV (de longitud b). Ahora, con centro O
y radio r (OB), se traza la semicircunferencia buscada (fig. 9).

-
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A N o : B

|
NE es el segmento de longitud JE Ademas, NO = %, y AM

= AO + OM. Esdecir,x =r +’2.

e

=g
En el tridngulo rectangulo ENO, el cateto ON = %, y el cate-

(BN SRlC.

F

|

La solucién geométrica, en consecuencia, se desarrolla as:

i) Se construye un segmento de longitud JE ;

ii) Se construye el triangulo rectangulo ENO de catetos EIN (.JE)
ARG,

vy NO (—2-). Véase la fig. 10.

16 | CUADERNOS PEDAGOGICOS
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iii) A continuacién, con centro O y radio 3‘_’ , S€ traza un arco que
: 2

corta la prolongacién de la hipotenusa EQ enE El segmento EF
es el segmento solucion de la ecuacién (7).

Del triangulo ENO se conocen sus catetos; por ello, siempre es po-
sible construirlo, lo cual significa que la ecuacién (7) siempre tiene
al menos una solucidn real positiva.

En la figura 10, r = x - %; ademas, por el Teorema de Pitagoras,

b+ /b7 + 4c

X%
r= [E] + ¢ . Esinmediato que: x = 3 . Devol-

R+ '( 2 _
8 g 4)\.Seha

llegado, una vez mas, a la formula general (2).

viendo la sustitucién, se obtiene: x =

Ejercicio
Resuélvase geométricamente la ecuacién: x? - 3x - 5 =0

A continuacién se hace el anélisis del tercer caso.

”

238 <0yA>0 v

En la ecuacion
+fBx+A=0 (9)
hagase: b = —8; ¢ = A : Se obtiene asf la ecuacién
x*- bx+c=0 (10)

(conb > 0,c>0).

b=x

=

si la ecuacién tiene solucién real positiva, con 0 < x < b.

Una ecuacién equivalente es: = '\E . Hay solucién geométrica
x

CUADERNOS PEDAGOGICOS l 17
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El problema consiste ahora en hallar dos segmentos de longitudes
b - x y x, cuya media proporcional sea un segmento de longitud

Ae.

De otro modo: debe construirse un rectdngulo equivalente a
un cuadrado de é4rea ¢, conocida la suma de las longitudes de
sus lados.

Como antes, supdngase el problema resuelto. Se conocen, asi, los
segmentos de longitudes b+x y x.

Para construir el segmento de longitud JE , se procede como en los
Casos anteriores: -

En la figura (11), AB= AN + NB, con AN=b-x,NB = x.
Asi, AB = b.

El centro O de la circunferencia de didmetro AB es el punto
medio del segmento AB (que mide b).

-

» o L
A O N B

Figura 11

Ahora, con centro O, se construye (fig. 12), la
semicircunferencia de radio r = OA = OB.

>
o

A O N B

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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Enlafigura 12: ON = > -x;NE = «/E;OE= r= E.Deltrién—

gulo rectangulo ENO se conoce la hipotenusa [é} yel cateto EN
2

(Je)-

La existencia de dicho tridngulo s6lo es posible si la longitud del
cateto (JE ) es menor que la de la hipotenusa OE . [é] .
2

En consecuencia, debe hacerse la siguiente construccién (fig.
13):

En la prolongacién del didmetro BA se traza una perpendicular

E_j_f_’, con longitud JE . Por T se traza una paralela 1 al didmetro

AB.
T , *
. e oo o8 e -
e SR
5
el Vo : !
;l ..... a ..... 4:]..“ < = 2
P P P A N 0 N B
Figura 13

Hay tres posibilidades:
o La paralela 1 corta la semicircunferencia en dos puntos: E

: b
y E°. Estosucedesi vC < —.

2

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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» La paralela es tangente a la semicircunferencia en M. Se presen-
: b
ta si JE =
2

» La paralela no corta la semicircunferencia. Se da cuando \{E o

Mo | &

n el anélisis de la tres situaciones se obtiene:

23.1 +JC < %

La paralela T corta la semicircunferencia en dos puntos E y
E’. Desde estos se bajan las perpendiculares, EN y E‘N” al
didzmetro AB. En este caso hay dos soluciones obtenidas
geométrica‘mente:

x=l\—E;x=N'B

NB.

Considérese la solucién x

En el tridngulo rectdngulo ENO, r = OE = %; por el Teorema de

b Jb? —4de

2
Pitdgoras, QN = [5] @5 65O 65, TN = e iliiin PREO
2

b- b -4c
2 :

ON + x = %; por tanto, X =

Teniendo en cuenta la sustitucién hecha al comienzo de este

caso, se tiene:
BB —ax
- 2

lo que corresponde, nuevamente, a la férmula general dada
en (2).

X

20 | CUADERNOS PEDAGOGICOS
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Es sencillo deducir que la segunda solucién es:

B+ fij__ '
x=NB= d i s

en concordancia con la férmula (2).

b .
En resumen, cuando ‘v{E < 5;estoes, cuando f2-44 > 0
discriminante positivo), la ecuacién (9) tiene dos soluciones reales
positivas, resumidas en:

- gt [F 47
2

e - %

La paralela T toca la semicircunferencia (es tangente a ella)
en M. El segmento OM es un radio perpendicular al didmetro AB.
Ahora hay solucién tnica: x = OB = % . En términosde f : x =
e EY en consonancia con la férmula (2).

et i
En sintesis, cuando ¥ = —2-; estoes, cuando #2-44 = 0 (discri-

minante nulo), la ecuacién (9) tiene una solucién real positiva, de

multiplicidad 2.

$33.0c5 %

La paralela T no corta ni toca la semicircunferencia. En este
caso, no es posible construir el tridngulo rectdngulo ENO; lo
que significa que no hay solucién real para la ecuacién.

Obsérvese que ahora f2-44 < 0 (discriminante negativo).

-
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Ejercicio
Resuélvanse geométricamente las ecuaciones:
*x*-3x+2=0

ext-2x+1=0
ex*-3x+3=0

Se analiza enseguida el dltimo caso.

248 >0y4A >0
Sean:b=8 ;c=4 . La ecuacif;n se transforma en:
X*+bx+c=0 (11)

Con b > 0; ¢ > 0. Esta ecuacién es equivalente a:

- -

Ne x+b

Facilmente se observa que la ecuacién carece de solucién
real positiva. :

Ejemplo

*x*+3x+2=0
Tiene dos soluciones reales negativas.

x*+2x+3=0
No tiene soluciones reales.

CUADERNOS PEDAGOGICOS
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LAS MATEMATICA S .

LAS SITUACIONES PROBLEMA COMO FUENTE
DE MATEMATIZACION!

John Jairo Munera Cérdoba*

En los lineamientos curriculares de 1998 se propone el replantea-
miento de los programas de matematicas para la educacién basica
secundaria. Por un lado, privilegian la seleccién de los contenidos
basicos; y por el otro, hacen énfasis en las estrategias metodolégicas.
Desde esta perspectiva, la propuesta pretende que la intervencién
pedagdgica posibilite la reflexién al interior de los procesos para
acceder al aprendizaje de los conceptos mateméticos
significativamente. Como es facil apreciar, los pardmetros alli traza-
dos tienden a cualificar el proceso de ensefianza - aprendizaje de
las matematicas. :

En todo proceso de ensefianza - aprendizaje siempre seré
necesario recurrir a unos contenidos bésicos, teniendo pre-
sente que un curriculo no*puede reducirse a una lista de con-
tenidos. En términos del doctor Luis Moreno Armella?, el
curriculo es como el piso sobre el que uno camina aunque lo
importante no sea el piso sino el camino que uno lleva: a donde
quiere ir.

La propuesta para el 4rea de matemiticas se fundamenta en
los lineamientos de la pedagogia activa. Esta metodologia est4
basada en el trabajo por procesos, en los que la presentacién
lineal de los contenidos carece de sentido, dado que lo importante

.~
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es desarrollar ideas mateméticas en los estudiantes. La presentacién
de los conceptos a través de las mdltiples relaciones posibles, le da
definitivamente a la matematica el caracter estructurante, propi-
ciando, cada vez més, un mayor acercamiento a nuevas maneras de
expresion frente a los conceptos matematicos.

Otra de las caracteristicas de la metodologia por procesos es
que vincula la actividad desde dos perspectivas complemen-
tarias: una, la actividad del estudiante, aunque esté compar-
tiendo sus concepciones conceptuales con los demés compa-
fieros, le permite generar un proceso de interiorizacién, de
modo que (re)-produzca en él una red dindmica de concep-
tos. La otra manera es ver la actividad como “las maneras
de hacer colectivas”, es decir, concebir la actividad, en tér-
minas de Luis Moreno, como una actividad distribuida.

Es importante tener en cuenta las indicaciones que viene
haciendo el Ministerio de Educacién Nacional en torno a las
lineas fundamentales para la ensefianza y aprendizaje de las
mateméticas en Colombia; éstas buscan impulsar el desarrollo de
las mismas, tanto en su investigacién como en el mejoramiento de
sus procesos y potenciar la interaccién cultural en cuanto a la for-
macién matemética de los estudiantes.

Cualificar la ensefianza y aprendizaje de un saber como la
matematica, implica, reorganizar el curriculo de modo que
se pueda movilizar desde una orientaciéon metodolégica acti-
va y participativa que integre otras alternativas diferentes a
la presentacién lineal y abstracta de los contenidos mate-
maticos. Para complementar el significado de una interven-
ci6én pedagégica desde un enfoque participativo, veamos las
interpretaciones del profesor Mesa, al respecto:

“Las interacciones entre el estudiante, el objeto a conocer y el docente
deben ser fuertemente participativas: El estudiante deseando conocer
por él mismo, anticipando respuestas, aplicando esquemas de solu-
cién, verificando procesos, confrontando resultados, buscando alter-
nativas, planteando otros interrogantes. El docente, integrando
significativamente el objeto de estudio segtn los significados posibles
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para los alumnos, respetando estados lingtiisticos, culturales y cognitivos
de sus estudiantes, acompariando oportunamente las respuestas y las
inquietudes y sobre todo, planteando nuevas preguntas que le permi-
tan al estudiante descubrir contradicciones en sus respuestas o “abrir-
se” a otros interrogantes®”

Esta alternativa metodolégica podemos pensarla a través del
disefio de situaciones problema, tal como lo proponen los
lineamientos curriculares actuales, de modo que vincule al
estudiante en un proceso de matematizaciéon y que le facilite
el redescubrimiento de los conocimientos matematicos de
manera cada vez més significativa.

ELEMENTOS QUE ORIENTAN UNA SITUACION
PROBLEMA

Una situacién problema la podemos interpretar como un es-
pacio para el aprendizaje, en el que los estudiantes, al interactuar
con el objeto de conocimiento, dinamizan la actividad cognitiva,.
generando procesos de reflexién conducentes a la adquisicién de
nuevos conocimientos. Es decir, en el caso de las mateméticas, una
situacién problema la podemos entender, como un espacio para
generar y movilizar procesos de pensamiento que permitan la cons-
truccién sisteméatica de conceptos matematicos.
s’t

Respecto a lo que es una situacién problema, Luis Moreno
escribe:

“La situacién problema constituye el punto de partida de las situacio-
nes diddcticas. Definida como una situacién diddctica fundamental,
pone en juego, como instrumento implicito, los conocimientos que el
alumno debe aprender. _

La situacién problema es el detonador de la actividad cognitiva; para
que esto suceda debe tener las siguientes caracteristicas:

Debe involucrar implicitamente los conceptos que se van a aprender.
Debe representar un verdadero problema para el estudiante, pero a la
vez, debe ser accesible a él.

Debe permitir al alumno utilizar conocimientos anteriores...*”
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Para disefiar situaciones problema desde esta perspectiva se necesi-
ta: dominar el saber especifico que se propone ensefiar,
recontextualizarlo de acuerdo con los saberes previos de los
educandos y tener en cuenta las condiciones cognitivas de los mis-
mos; para luego decidir las actividades que hacen posible la
interaccién entre el estudiante los conceptos y el profesor. Es decir
se trata de tomar la disciplina y reorganizarla de acuerdo con las
condiciones del contexto, esto es, en términos de Guy Brosseau,
hacer una transposicién didactica.

“El acercamiento de los estudiantes a las matemdticas, a través de
situaciones problemdticas procedentes de la vida diaria, de las mate-
madticas y de las otras ciencias es el contexto mds propicio para poner
en prdctica el aprendizaje activo, la inmersién de las matemadticas en la
cultura, el desarrollo de procesos de pensamiento y para contribuir
significGtivamente tanto al sentido como a la utilidad de las matemdti-
cas.

Las aplicaciones y los problemas no se deben reseruvar para ser consi-
derados solamente después de que haya ocurrido el aprendizaje, sino
que ellas pueden y deben utilizarse como contexto dentro del cual
tiene lugar el aprendizaje®”

En términos de Chamorro, las situaciones planteadas deben tender
a: “Familiarizar al alumno con procesos de uso comin en las mate-
maticas, tales como la formulacién y validacién de hipétesis™. Ade-
mas, debe propiciar espacios que le permitan particularizar, genera-
lizar, conjeturar y verificar; caracteristicas que son propias del razo-
namiento matematico. Al respecto afirma John Mason: “El pensa-
miento matematico se apoya en una atmdsfera de interrogantes,
desafios y reflexién con abundante tiempo y espacio, creando desa-
fio, sorpresa y contradicciéon™.

Las situaciones problema pueden asumirse como un instru-
mento de ensefianza y aprendizaje que propicia niveles de
conceptualizacién y simbolizacién de manera progresiva hacia la
significacién matemética. Para ello es importante establecer rela-
ciones entre los conceptos, a modo de redes conceptuales. Enten-
diendo por red conceptual como una especie de malla donde los
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nudos son el centro de las distintas relaciones existentes entre los

conceptos asociados a los conocimientos que la situacién permite

trabajar. La estructura y desarrollo de la misma dinamiza el curricu-

lo de la matemdtica, en el sentido que elimina el caracter absoluto

y acabado de las temdticas. Por el contrario, éstas son recreadas
a desde la variedad de significados entre ellas.

La red conceptual es la encargada de que el proceso de in-
tervencién genere, cada vez més, relaciones entre los con-
ceptos, y que los procesos de matematizacién entre los mis-
mos no se agoten. Es decir, la red puede extenderse desde
los distintos nudos (conceptos) a otros nicleos tematicos, po-
sibilitando la motivacién hacia nuevas representaciones de
los objetos involucrados. Esto es posible a partir de una ade-
cuada propuesta y sistematizacion de preguntas y activida-
des que orientan el proceso de ensefianza y aprendizaje.

“La red de relaciones entre conceptos y estructuras mate-
maticas son inagotables, permiten generar continuamente
nuevos procedimientos y algoritmos; no es posible pues dar
por terminado el dominio de ningdn concepto en un breve perio-
do de tiempo, ni pretender que se logre automéaticamente una co-
nexion significativa entre un conocimiento nuevo y aquellos co-
nocimientos previamente establecidos”. Cada actividad o pregun-
ta puede abrir nuevas relaciones, bien sea entre los mismos concep-
tos u otros, 0 dando lugar a nuevas representaciones.
Las actividades y preguntas deben orientar la movilizacién
de los preconceptos que poseen los estudiantes y los concep-
tos basicos que giran en torno a la temética; es decir, no son mas
que otra manera de dinamizar la ensefianza, vinculando la activi-
dad cognitiva del estudiante, fundamental para su propio aprendi-
zaje. Esto es posible si se promueve en el desarrollo de la situacién,
por ejemplo, la basqueda de diferentes estrategias, respuestas, rela-
*MINISTERIO  ciones, maneras de explicacién y representacién, y formulacién de
> 11()’3?\! i’}i\”cclg: conjeturas. En este sentido, Santos Trigo expresa: “El promover un
NAL Op. cie, ‘ambiente instruccional que motive a los estudiantes a participar
p-6 sactivamente en actividades donde el resolver un problema o en-

-
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tender una idea matematica involucre la utilizacién y exploracién
de conjeturas, el uso de diversas representaciones, y la comunica-
cién de resultados tanto en forma- oral y escrita es un paso inicial
para alcanzar tal discusién matematica”®

Las preguntas planteadas durante la intervencién deben
guardar una estrecha relacién con los mediadores encarga-
dos de movilizar las ideas matematicas y deben ser de todo
tipo: cerradas y abiertas con el fin de promover la reflexién,
la creatividad, y la investigacién.

En adelante se plantean algunos ejemplos de situaciones pro-
blemas. Lo més importante de cada situacién es que una vez
el maestro haya entrado en contacto con la situacién pueda
reflexionar €n torno a:

1. La organizacién temadtica, los conceptos y relaciones aso-
ciadas.

2. Otras actividades y preguntas que posibilitan ampliar la
red conceptual.

Situacién Problema # 1
Se propone la siguiente situacién problemética:

* Un administrador de una hacienda lechera recibe semanal-
mente tres rollos de alambre de 36, 18 y 24 metros respec-
tivamente. Este debe empacar cada uno de ellos en carrete-
les de tal manera que gaste el menor nimero de éstos y que
en todos quede la misma cantidad.

{Cémo podamos ayudar al administrador a resolver dicha
situacién?

1. Enuncie todas las cantidades posibles para empacar el ro-
llo de 36m.

{Qué relacién existe entre los nimeros que dan cuenta de
estas cantidades y el 367
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2. Enuncie todas las cantidades posibles para empacar el rollo de
18m. : '

{Qué relacidn existe entre los niimeros que dan cuenta de estas
cantidades y el 18?7
3. Enuncie todas las cantidades posibles para empacar el rollo de
24m.

{Qué relacién existe entre los ntimeros que dan cuenta de estas
cantidades y el 24?7
4. (Si se desea que en todos los carreteles quede la misma cantidad,
cuéles serian las cantidades posibles para cada carretel?

{Los ntimeros que dan cuenta de estas cantidades que relacién

tienen con los ntimeros 36, 18 y 24?7
5. {Si en realidad queremos ahorrar carreteles, de las cantidades
anteriores cul es la que debemos seleccionar, y por qué? i{Cuéntos
carreteles son necesarios?

(El ntimero que da cuenta de la mayor cantidad que debemos em-
pacar en cada carretel que relacion tiene con los niimeros 36, 18 y
24? {Cémo lo podriamos llamar?

6. Si el administrador hubiese recibido dos rollos de 8m y 15m, para
que los empacara bajo las mismas condiciones, {cémo deberfa
empacarlos? {Cuéntos carreteles necesitarfan?

7. {Cuél seria la solucién para el caso de tres rollos de 16m, 12m y
4m respectivamente’

Situacién Problema # 2

Figura 1 F.gurz 2 Figura 3

Fizura4d
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1. {Cuéantos mosaicos debe haber en la figura octava?

2. {De qué otra manera podemos expresar el total de mosaicos de
cada figura?

3. {Cuéantos mosaicos debe haber en la figura 20?

4. Cuél sera una ley de formacién para el total de mosaicos de la
figura de cualquier posicién? :

5. Cuéntos mosaicos sombreados deberdn haber en la figura
1007 '

6. {Cuéntos mosaicos blancos tendr4 la figura 20?

7. ¢ Si unimos cada dos figuras consecutivas de modo que sélo se
intercepten en su frontera, qué tipo de figuras podemos obtener?.
Haz una representacién de algunas de ellas.

71.1. {Estas nuevas figuras cuéntos mosaicos tienen respectivamen-
te! {A qué clase de nameros corresponden?

Deduzca la ley de formaci6n para éstos a partir de las cantidades de
mosaicos de las figuras iniciales.

7.2. {En cada una de estas nuevas figuras cuantos mosaicos
sombreados hay? (Cudntos habridn en la décima? iy en la
figura de la posicién 25?

{En la figura de la posicién 12 cuéntos blancos debera ha-
ber?

7.3. Si una de estas nuevas figuras tiene 64 mosaicos en total, icuén-
tas figuras tiene cada una de las figuras iniciales que la conforman?
7.2. {En cada una de estas nuevas figuras cuintos mosaicos
sombreados hay? (Cuantos habran en la décima? iy en la
figura de la posicién 25?

(En la figura de la posicién 12 cuéntos blancos deberd ha-
ber?

7.3. Si una de estas nuevas figuras tiene 64 mosaicos en to-
tal, {cuintas figuras tiene cada una de las figuras iniciales
que la conforman?

Situacién Problema # 3
Se propone la siguiente situacién:

- » 80 personas se encuentran en un baile y se saludan entre
si. (Cuantos saludos hubo en total?
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{Cémo se podria averiguar cuédntos saludos hubo en total? Propon-
ga alguna estrategia de solucién.

Algunas preguntas orientadoras:

1. (Si el encuentro fuera de dos personas, cuintos saludos
surgirian’

Represente geométricamente la situacion.

2. {Si el encuentro fuera de 3 personas, cudntos saludos se
darian? (Cémo lo representaria graficamente?

3. Realice lo mismo para un encuentro de 4 y 5 personas.
4. Organice los datos en una tabla. Obsérvelos detenidamen-
te. (Existe alguna relacién entre éstos’

{Habr4 una manera general que nos permita encontrar el
total de saludos para un encuentro de cualquier nimero de perso-
nas!’ :

5. (Cual es el total de saludos para un encuentro de 8 perso-
nas’

{Cuél seria su representacién geométrica’

6. iCuail es el total de saludos para un encuentro de 12 per-
sonas? (y para 807 :
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EAIQ NAMiENTO MATEMATICO fo

MIAY EMATICAS

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO
Lourdes Valverde Ramirez *

1. Fundamentos sicolégicos y 1égicos sobre el razona-
miento.

El proceso del conocimiento humano transita por diferentes fases.
La humanidad se ha dividido entre los que plantean que el mundo
es cognoscible y los que no. Yo me sumo a los que piensan que esto
es posible.

Entonces surge otra cuestién, {y cémo el hombre llega a conocer-
lo? Los filésofos distinguen dos aspectos o mvelgs que conforman la
* cognicién: lo sensorial y lo racional.

De aqui surgieron dos corrientes: el sensualismo y el racionalismo.

Cada una de ellas por separado absolutizan el papel de lo sensorial

*Licencidaen 'y lo racional en la cognicién. La teorfa del conocimiento del mate-
Maremdtica.  pialismo dialéctico propone una interrelacién dialéctica de ambos

Doctora en

Ciencias ~ aSpectos para esclarecer el proceso de formacién del conocimiento

Pedagigicas de la - en Jos seres humanos. Se propone el método cientifico como estra-
Habana - Cuba. : 2y : ‘
Profesna de la (€212 metodolégica general para el tfaba]o en el proceso de conoci-
Faculad de  miento del mundo y su transformacion.
Educacitn de lu
Universidad de

Antioguie.  El hombre en el transcurso de su actividad cognoscitiva se relacio-
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na con la realidad objetiva. En un primer plano del conocimiento
éste se produce por medio de las sensaciones y percepciones.

"En el conocimiento sensorial, el sujeto que conoce interacttia con
el objeto o fendmeno concreto del conocimiento, y como resulta-
do de esta interaccion se produce un reflejo elemental, superficial,
limitado de éste, es decir, un reflejo de sus cualidades externas, las
que son dadas de manera inmediata a nuestros 6rganos receptores”

(Glez, V/ 1995 / p.143).

"En el conocimiento racional, el sujeto a partir de la informa-
cién sensorial que ya tiene del objeto o fenémeno, continta
profundizando en su conocimiento y llega a formar un reflejo
que incluye no sélo ya sus rasgos y cualidades externas, sino tam-
bién susrhexos y relaciones” (Glez, V/ 1995 / p.143).

Entre lo sensorial y lo racional existe una estrecha relacién,
lo uno no existe sin lo otro. El conocimiento no es sélo lo que
aportan los 6rganos de los sentidos, estd en la base de lo ra-
cional, pero "no existe la contemplacién sensorial pura, siem-
pre estd impregnada de pensamiento, de lo racional" (Glez,

V/ 1995 / p.143).

Esta sicologia reconoce que "los procesos psiquicos sistémicos
que integran la actividad cognoscitiva de la personalidad son:
la sensopercepcién, la memoria, la imaginacién y el pensa-

miento" (Glez, V/ 1995 / p.143).

Los tipos de conocimiento que propone esta sicologia son:

TIPOS MANIFESTACIONES PSiQ[!ICAS
CONOCIMENTO SENSCRIAL 4—p  SENSOPERCEPCION
CONOCIMENTO REPRESENTATIVO 4 MEMORIA E IMAGINACION

CONOCIMENTO RACIONAL 4+—»  PENSAMIENTO
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El hombre conoce el mundo material a través de los 6rganos de los
sentidos. La materia actta sobre ellos y se conforma asf un reflejo de
esa realidad que en sus primeras manifestaciones se le llama
sensopercepcion.

En el camino del “conocimiento humano” llegamos a la forma su-
perior y mas compleja: el conocimiento racional.

El conocimiento racional es por su parte la expresién supe-
rior y mas compleja del conocimiento humano. A través de él
se pueden formular conceptos, establecer categorias, descubrir prin-
cipios y leyes que rigen el mundo en que vivimos y su desarrollo. "El
contenido de este conocimiento est4 formado por significados, con-
ceptos e ideas que existen, subjetiva y objetivamente plasmados en
palabras y que tienen un caricter eminentemente abstracto y ge-
neralizado" (Glez, V/ 1995 / p.172). Las expresiones méas desarro-

lladas de los procesos de la memoria y la 1magmac1én también per- .

tenecen a este tlpO de conocimiento.

Este conocimiento permite al hombre formular conceptos,
establecer categorias, descubrir principios y leyes que rigen
el mundo en que vivimos y su desarrollo. Todo ello se logra
por supuesto a través del pensamiento.
A."r !

"El pensamiento es el proceso cognoscitivo que estd dirigido
a la basqueda de lo esencialmente nuevo, y que constituye el
reflejo mediato y generalizado de la realidad. El pensamien-
to, sobre la base de la informacién ya obtenida por los proce-
sos cognoscitivos que le preceden, es el que permite al hom-
bre conocer los aspectos esenciales de esa realidad, descu-
brir los vinculos reales que en ella existen, asi como las leyes

que la rigen" (Glez, V/ 1995 / p.173).

El pensamiento se forma sobre la base de la informacion obtenida a
través de los procesos cognoscitivos anteriores. El pensamiento se ex-
presa a través del lenguaje.
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PROCESOS COGNOSCITIVOS RESULTADOS

SENSOPERCEPCION Imdgenes (cardcter concreto)
REPRESENTACION Imégenes que:
MEMORIA #  Reproducen la realidad
* IMAGINACION —  Modifican la realidad
RACIONAL
Formas
PENSAMIENTO > * Conceptos
* Juicios
* Razonamientos
* Hipdtesis
* Teorias cientificas

El pensamiento ha sido objeto de estudio de dos grandes cien-
cias: la Sicologia y la légica. La Sicologia estudia el proceso
del "pensar", es decir la estructura de la actividad pensante
como forma superior de la actividad cognoscitiva; el estudio
de la formacién y desarrollo de las operaciones racionales,
asi como su caracterizacién segitin los diferentes niveles de
complejidad. Las operaciones bésicas del pensamiento son el
analisis y la sintesis e inmediatamente después, en otro nivel
de complejidad estan la comparacién, la abstraccién y la ge-
neralizaciéon (Anexo 1).

La Légica por su parte estudia los productos (resultados)
de la actividad pensante que se conocen como las formas l6-
gicas del pensamiento. Ellas son: los conceptos, los juicios,
los razonamientos, las hipétesis y las teorias cientificas.

“Los juicios son formas de pensamiento en que se afirma o
niega algo respecto a la existencia de objetos, las relaciones

entre un objeto y sus propiedades o las relaciones entre ob-
jetos” (Guétmanova, A./1986).

Por su parte los razonamientos desde el punto de vista légico
se definen como “la forma de pensamiento mediante la cual,
y a base de ciertas reglas-de inferencia, de uno o varios jui-
cios se obtiene un nuevo juicio, que se infiere de aquellos de modo

38 l CUADERNOS PEDAGOGICOS

~



necesario o con determinado grado de probabilidad” (Guétmanova,

A./1986). :

En el desarrollo de una teoria juegan un importante papel la de-
mostracion de los juicios y la definicién de los conceptos por reve-
lar la interrelacién entre los conocimientos expresados respectiva-
mente en los juicios y en los conceptos. Por ello se dice que por
medio de estas operaciones légicas se realiza la sistematizacioén del
conocimiento, es decir, se expresa formando un sistema que es pre-
cisamente la teoria.

Por todo lo anterior, el razonamiento es el eslabén fundamental
que permite pasar a nuevas formas de organizacién del conocimiento.
De ahi su importancia como via para la sistematizacién de este tlti-
mo.

Todo razonamiento tiene una estructura que consiste en:
¢ las premisas

* la conclusion

* el nexo légico entre ellos.

La ilacién légica de las premisas a la conclusién se llama “in-
ferencia”.

Los razonamientos pueden ser de tres tipos:
» Razonamientos deductivos
» Razonamientos inductivos y
» Razonamientos por analogia.
%

‘El razonamiento deductivo es aquel en que “la conclusién se infie-
re necesariamente de las premisas, las cuales expresan conocimien-
tos de grado mayor de universalidad y que la conclusién de por si

presenta un conocimiento de grado inferior de universalidad”
(Guétmanova, A./1986).

Este tipo de razonamiento es muy utilizado en el trabajo del
matematico. Para construir una teorfa cientifica dentro de la

-
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Matematica se parte de un sistema de conceptos bésicos, no defini-
dos y de un ntimero de axiomas como proposiciones aceptadas como
verdaderas y a partir de ahi se definen nuevos conceptos y se dedu-
cen nuevas proposiciones verdaderas que conforman dicha teorfa.

Desde el punto de vista did4ctico los procesos de “demostra-
cién” y “deduccion” son diferentes.!

El razonamiento inductivo es aquel en el que “ de un
conocimiento de menor grado de universalidad se pasa a uno
de mayor grado de universalidad (o sea, de algunos casos
particulares se pasa a un juicio universal) (Guétmanova,A./

1986).

: & @ . .
Entre lo universal y lo particular se reconoce una unidad dia-
léctica. Lo uno no existe sin lo otro. Ademas "lo universal, esen-
cial, repetido y regular en los objetos se conoce estudiando lo

particular, y la induccién es un medio de conocimiento de lo uni-
versal" (Guétmanova, A./1986).

Los razonamientos inductivos conducen a conclusiones que
no necesariamente son verdaderas en el sentido matemati-
co sino que son probablemente? verdaderas.

La induccién puede ser:
» Completa

* Incompleta

* Matemitica

La induccién es completa cuando la conclusién universal a
que se arriba parti6 del estudio de todos los objetos de esa
clase. Este tipo est4 estrechamente relacionado con la de-
mostracién por casos.

La induccién es incompleta “cuando no podemos observar

todos los casos del fenémeno examinado, més hacemos con-
clusién para todos ellos” (Guétmanova, A./1986).
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! En la demostra-
cién de antemano
se conoce la
conclusién,
mientras que en lu
deduccion no
necesariamente. En
la deduccion el
proceso de
obtencién del
conocimiento y del
aseguramiento del
mismo son
simultdneos.

2 Lo probable se
refiere en dos
sentidos
probabilidad
estadistica 7y
probabilidad
subjetiva como
una posibilidad
que tiene el
hombre de
predecir la
ocurrencia, basado
en sus conocimien-
tos y en sus
cualidades

sicoldgicas.



* Estos tipos de
induccién
incompleta los
propone
Guétmanova, A.
en la obra citada
en la bibliografia.

Se realiza induccién incompleta cuando en una serie de objetos se
reitera un mismo indicio (induccién popular), cuando se estudian
los objetos mas tipicos, escogidos metédicamente, diversos por el
tiempo y el modo de obtencién y existencia, entre otras condicio-

nes (induccién por analisis y seleccién) y también cuando “a base.

del conocimiento relativo a los indicios necesarios o el nexo nece-
sario entre una parte de los objetos de una clase se hace la conclu-

“sién universal concerniente a todos los objetos de esta clase” (in-

duccion cientifica)’.

La induccién matemética se basa en el principio de induccién
completa y constituye un método de demostracién tipico de pro-
posiciones universales en el conjunto de los ntimeros naturales.

El razonamiento por analogia es aquel mediante el cual abase de la
homologia de indicios (propiedad o relacién) sustanciales a un ob-
jeto se atribuye al otro dicho indicio.

La analogia sugiere la utilizacién de semejanzas de conteni-
do o forma para lograr inferencias nuevas sobre la base de
las propiedades o relaciones conocidas.

La analogia puede ayudar en tres direcciones:
1. Para descubrir una proposicién nueva y-formularla
2. Para descubrir el método y el procedimiento para la de-
mostracion de una proposicién nueva;
3. Para sugerir la via para la resolucién de un problema, un
ejercicio.

-
Para seguir profundizando en el cémo contribuir al desarro-
llo de la capacidad para razonar, queremos plantear los re-
sultados mas importantes de Robert J. Sternberg y Louise Spear —
Swerling sicélogos norteamericanos en su obra “Ensefiar a pensar”
publicada en espafiol por la Editorial Santillana en 1999.

Los autores proponen la existencia de tres modos de razo-
namientos:
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» Razonamiento critico — analitico
» Razonamiento creativo — sintético
* Razonamiento préctico — contextual.

Stenberg considera que “ser inteligente significa razonar bien en
més de uno de estos tres modos distintos: el analitico, el creativo y
el practico” (Stenberg y Spear-Swerling/1999).

Sin pretender hacer definiciones, damos ideas de los modos
de razonamiento mencionados.

El razonamiento critico — analitico se apoya en la memoria y
el anilisis de las ideas de otras personas. Se limita a situacio-
nes artificiales.

--3‘dt -
El razonamiento creativo consiste en la posibilidad de pro-
poner ideas propias, como las que son necesarias en el mun-

do de la vida, en la profesion.

El razonamiento practico es aquel que nos permite adaptar-
nos a cualquier ambiente, calcular lo que necesitamos hacer
y llevarlo a cabo, es el “sentido comtn”.

Los autores reconocen que en toda persona existe alguna
combinacién de inteligencia analitica, creativa y practica.

Cualquiera de estos modos de razonamiento requieren para
su formacion del desarrollo de siete capacidades cognoscitivas:

» La identificacién del problema

» El proceso de seleccién

* La representacién de la informacién
» La formulacion de la estrategia

» La asignacién de recursos

» La observacién de la solucién y

* La evaluacion de las soluciones?.
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* La propuesta
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La identificaci6n del problema tiene que ver con la capacidad de
reconocer que se tiene un problema y definirlo.

El proceso de seleccion se refiere a la capacidad de elegir los
procesos que proporcionan una respuesta adecuada. En la
ensefianza de la matemética esto tiene que ver con los medios ma-
tematicos necesarios expresados en términos de conceptos, propo-
siciones y procedimientos algoritmicos. Estas capacidades est4dn muy
relacionadas con la representacién de la informacion.

La representacién de la informacién en forma dtil tiene que
ver con su manifestacién interna en el sujeto (estructuras
mentales), como su representacién externa, ya sea en forma
oral u escrita.

La formulacién de la estrategia enlaza lo que el sujeto debe

haber obtenido en las dos anteriores: seleccionados los pro-.

cesos y representada la informacién el sujeto debe ser capaz
de formular una estrategia en procesos secuenciales segiin
el orden en el que actian en la representacién. Algunos au-
tores como Polya le llaman a esto encontrar el Plan de solu-
cién.

La asignacién de recursos esté referida a la cafitidad de tiempo
que vamos a dedicar a resolver el problema y optimizar el
resultado. Distribuir el tiempo es también una necesidad del
sujeto cuando se enfrenta a tareas que exigen un razona-
miento matematico. (Piense cuantas veces los estudiantes
se quejan de no haberle alcanzado el tiempo para resolver
un examen).

La observacién de la solucién y la evaluacién de las solucio-
nes estdn estrechamente relacionadas y se refieren a la ca-
pacidad de analizar lo que hacemos, lo que hemos hecho, su
efectiva pertinencia para el caso que nos ocupa; su posibili-
dad de uso en situaciones anilogas. En la ensefianza de la
matematica esto se refiere a realizar un anélisis retrospecti-
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VO y prospectivo para obtener las ganancias metodolégicas del pro-
ceder y autocontrolar el proceso y los resultados.

Los autores proponen el uso de tres estrategias didacticas
para contribuir a desarrollar el razonamiento matemético que
en términos generales coinciden con la propuesta que se hace
en este trabajo més adelante.

Para concluir con estas reflexiones tedricas acerca del razo-
namiento debemos sefialar cémo concebimos el razonamien-
to matematico.

Todo lo antes mencionado es aplicable a cualquier drea del
saber especifico. En particular cuando de la actividad mate-
mética €scolar se trata entonces el “razonamiento” adquiere
matices particulares. Estamos acufiando en este término dos acep-
ciones diferentes y estrechamente relacionadas.

Una referida

* a la construccién y reconstruccion de las teorias cientificas
en Matemética, donde se combinan el trabajo del matemati-
co y el que se desarrolla en un salén de clases de matemética
entre estudiantes y profesores, y la otra referida a

¢ la contribucién que puede hacer el proceso de ensefianza —
aprendizaje de la matemética a la formacién de la capacidad
para razonar como cualidad de la personalidad de los sujetos
en formacién.

Sin renunciar a la importancia que le reconozco al trabajo en
la demostracion y la deduccion de proposiciones matemati-
cas, este articulo va a tratar de contribuir a reflexionar sobre la se-
gunda acepcion del término “razonamiento matematico”.

2. Consideraciones didactico — metodoldgicas sobre el razonamien-
to matematico.

Todos coincidimos en que la educacién tiene que contribuir a
desarrollar las capacidades mentales generales de los estu-
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diantes. Una de estas capacidades puede ser la capacidad para ra-
zonar, y en particular nos referiremos al razonar cuando el conteni-
do utilizado para ello requiere de los conocimientos y habilidades
matematicas. . ﬁ;

e

{

i Sin pretender elaborar una definicién al respecto, en estas condi-
ciones, podemos aceptar que razonar es la capacidad que le permite
el sujeto “ordenar ideas en la mente para llegar a una conclusién”
(MEN/1998/p77), segiin se plantea en los lineamientos curriculares ;
de matematica. :

Razonar.en mateméticas tiene que ver con:

* Dar cuenta del c6mo y del por qué de los procesos que se siguen
para llegar a conclusiones. _,
* Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en 1
accién en el tratamiento de problemas. i
* Formular hipétesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar
contraejemplos, usar hechos conocidos, propiedades y relaciones y
para explicar otros hechos. -
» Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.
* Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo !
que las mateméticas méis que una memorizacién de reglas y
algoritmos son l6gicas y potencian la capacidad de pensar °.

i

Ahora bien {Qué deberiamos hacer para contribuir a la for-
macién del razonamiento matemaético?

En la ensefianza de [a matemética el trabajo con las situa-
ciones problemas, los métodos productivos y la utili-
zaciéon de los recursos heuristicos son a mi modo de ver,
elementos que deben ser conjugados para lograr un proceso
de ensefianza —aprendizaje facilitador de la formacién en el |
razonamiento matematico. @

5 Esto estd
también propuesto
en los

A Las situaciones problemas se entienden aqui como las tareas do-
me entos 2
Cumiculares.  CENtES a que se enfrenta al estudiante, las cuales provocan necesa-

CUADERNOS PEDAGOGICOS | 45

(S



46

riamente el reconocimiento de algo desconocido, incomprensible,
que lo alarma, lo asombra, lo estimula a buscar soluciones. Es decir
que provoca la contradiccién entre lo que sabemos y lo que debe-
mos saber para poder encontrar las posibles soluciones.

Este tipo de tareas por supuesto que permiten la utilizacién de mé-
todos productivos de ensefanza. Clasificaciones de métodos de
ensefianza® hay muchas, en particular nos estamos refiriendo a aque-
lla que los clasifica segiin el aspecto interno y el aspecto externo.
“El aspecto externo del método se capta de inmediato, pues
es el modo visible de las relaciones entre maestro, alumno y
materia de instruccién; es decir, la forma de enseiiar”
(Ballester, S. Y otros, 1992). Desde esta 6ptica se distinguen la ex-
posicién de l-profesor, el trabajo independiente y la elaboracién
conjunta.

“El aspecto interno del método de ensefiaza es la expresién
de procesos mas profundos, que estan determinados por la
légica interna del proceso de ensefianza” (Ballester, S. Y otros,
1992).El aspecto interno se refiere a las particularidades de
la actividad cognoscitiva que debe desarrollar el estudiante
de nivel reproductivo o productivo vy al carcter de la activi-
dad desarrollada por el profesor (facilitador), y el alumno
(activo).

La clasificaciéon segtin el aspecto interno del método, ofrecida
por Lerner, I. Y Stakin, M.N. consta de cinco métodos:

» Método Receptivo de informacién
» Método Reproductivo
* Exposicién Problémica

« Método Heuristico METODOS PROBLEMICOS

» Método Investigativo.”
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6 Se asume aqui
que “método de
ensenanza son
instrucciones para
acciones y modos
de conducta del
profesor que
sirven pard
provocar
actividades
necesarias delos
alumnos y por
tanto, para la
conduccién
efectiva y
planificada,
dinigida a un
objetivo, del
proceso de
instruccién y
educacién en la
ensenanza”.

Zillmer, W, 1989

7 Citado por
Ballester y otros.



Estos tres tiltimos son los llamados métodos problémicos. La activi-
dad mental que tienen que realizar los estudiantes cuando se utili-
zan estos métodos se identifica con la creacién, la investigacion, la
construccién y reconstruccién del conocimiento.

Los métodos problémicos son tan antiguos como la humanidad,
Sécrates por ejemplo utilizaba la conversacién heuristica con sus
discipulos.

La exposicién problémica se entiende aqui como la via que utiliza
el maestro cuando “partiendo de una situacién conflictiva junto
con la trasmision de los conocimientos muestra la légica del razo-
namiento para solucionarla. La palabra del maestro juega un papel
fundamental, el cual descubre ante el alumno la forma de razona-
miento, lo cual permite ponerlos en contacto con los métodos de la
ciencia” (Labarrere,G y Valdivia, G./ 1988). Este método se visualiza
como un didlogo mental entre profesor y alumno.

En el método heuristico se parte también de una situacién
conflictiva y “se caracteriza por que el profesor organiza la
participacién de los alumnos en la realizacién de determina-
das tareas del proceso de investigacién; el estudiante sélo se
apropia de etapas, de elementos independientes del proceso
del conocimiento cientifico” (Labarrere,G y Valdivia, G./
1988). Este es el caso por ejemplo de la obtencién de una
proposicién matemética a partir del anélisis de casos parti-
culares, digamos el teorema relativo a la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo.

4
“La esencia del método investigativo es que en todos los ca-
sos es una actividad de basqueda independiente de los estu-
diantes dirigida a resolver determinado problema”

(Labarrere,G y Valdivia, G./ 1988).

En el proceso docente educativo la utilizacién de los métodos
sefialados es combinada y estard en dependencia de muchas
variables intervinientes en este proceso como son los objeti-
vos a alcanzar, el contenido de que se trate, las caracteristicas
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sicolégicas y socioldgicas de los alumnos y del grupo, el tiempo dis-
ponible, entre otras. Sin embargo se evidencian las ventajas de su
utilizacion.

El otro elemento recomendado es la utilizacién de los recur-
sos heuristicos en el sentido de Polya, Miguel de Guzmén,
Schoenfeld, entre otros.

En esta propuesta se sugiere la combinacién de tres ele-
mentos fundamentales para contribuir al desarrollo del
razonamiento matemético: la utilizacién de las situaciones proble-
mas, los métodos productivos y los recursos heuristicos. Pensamos
que su combinacién puede permitir hacer el conocimiento més
comprensible, ensefiar a pensar dialécticamente y ofrecer asi a los
alumnos u# patrén para la basqueda cientifica y hacer la exposi-
cién mas emocionante y por tanto elevar el interés por el estudio.

A modo de conclusiones deseo proponer algunos ejercicios
que bajo la direccién del Dr. Sergio Ballester se han elabora-
do para contribuir al desarrollo del razonamiento mateméti-
co y que pueden ilustrar las tareas docentes que se constitu-
yen en situaciones problemas para los que aprenden.

Ejercicio 1:
Considera los niimeros naturales del 0 al 9 y toma en cuenta
tus conocimientos sobre las operaciones de adicién y sustrac-
cion.

{Qué igualdades se pueden formar tomando cada vez dos
naimeros naturales diferentes?

Ejerccicio 2:.
Dada la funcién cuadrética G(x), que cumple G(0) = 4y
G@2) = G(-2) =0.

{Qué puedes afirmar respecto a la funcién G(x)?

Ejercicio 3:
Dado el tridngulo ABC rectangulo y el angulo ABC con una am-
plitud de 60°.
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{Qué conclusiones se pueden extraer sobre los elementos del tridn-
gulo ABC?

Ejercicio 4:

Agrega-una ecuacién a 5x + 3y = 15 de modo que obtengas
un sistema de ecuaciones lineales con dos variables que ten-
ga:

a) una solucién b) ninguna solucién  ¢) infinitas soluciones

Ejercicio 5:
En la circunferencia de centro E y didmetro DC, se ha trazado AB,
tangente en el punto M, de modo tal que AB| |DC. DM y MC
son bisectrices respectivas de los dngulos ADC y BCD.
{Cudles son todos los dngulos, que se forman en la fxgura, con-
gruentes con el dngulo DCM?
{Qué peculiaridades tienen los 4dngulos interiores del cua-

drilatero ABCD?

Ejercicio 6:

En un cuadrado de lado “a”, se unen los puntos medios con-
secutivos con el vértice opuesto del cuadrado.

a) {Qué es todo cuanto puedes decir sobre los tridngulos que
se forman en la figura?

b) Identifica los segmentos que se forman en la f1gura, que
son iguales entre si. g

Identifica los dngulos que se forman en la figura que son con-
gruentes entre si.

“ ”

Ejercicio 7:

Dada la siguiente expresion AxB. C: D busca quintetos de ni-
F

meros que sustituidos por A, B, C, D, y F, hagan tomar el valor 2 a

la expresién anterior.

Ejercicio 8:
En una demostracion se requiere emplear una formula de volumen
y s6lo apareci6 la expresion V = {Qué posibilidades

tienes de completar la igualdad?
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Ejercicio 9: _ >
Se conoce que f es una funcién lineal para la cual se cumple:
' f(2) - (4)
fx)=2 'y , =6
f(3)

Busca la mayor cantidad de informacién posible sobre f.

Ejercicio 10:
Sean la fracciones algebraicas:

x2+x-56 At ked o 3x3 - 24x?
L cve U S N RRNE S o
Xx-1 3x?-2x x2 - 64

- Forme con B Q y R, tomados en cada caso una sola vez, nuevas
2y

50

fracciones algebraicas. Explique .

También puede consultar la pagina Web del Departamento Ense-
fianzas de las Ciencias y las Artes de la Facultad de Educacién.
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ANEXOS
Anexo 1: Sobre las operaciones del pensamiento

La actividad pensante como toda otra responde a una estructura.
Ella esta formada por acciones y operaciones. Como operaciones
del pensamiento se consideran el anélisis, la sintesis, la compara-
cién, la abstraccién y la generalizacién.

El anélisis es la division mental del todo en sus partes, o la
separaci6n mental de alguna de sus caracteristicas, cualidades, pro-
piedades, etc.

La sintesis es la unificacién, la reunién mental de las partes en el
todo o la combinacién mental de sus cualidades, caracteristicas,
propiedades, etc.

En un nivel superior de complejidad se encuentran otras ope-
raciones del pensamiento como son: la comparacién, la abs-
traccion y la generalizacion.

La comparacién consiste en establecer mentalmente seme-
janzas y diferencias entre los objetos, o entre sus cualidades,
caracteristicas, etc. 5 P

La abstraccién consiste en separar, aislar mentalmente un
aspecto o cualidad del objeto observando los restantes.

La generalizacion esa unificacién mental de aquellas cua-
lidades, caracteristicas, propiedades, etc. que son comunes a

un grupo o clase de objetos o fenémenos de la realidad.

(Las definiciones fueron extraidas del texto “Psicologia para
educadores” de Gonzilez, V. y otros).
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LOS HEMISFERIOS CEREBRALES

Investigaciones de muchos tipos parecen mostrar que los he-
misferios derecho e izquierdo del cerebro se ocupan de as-
pectos distintos del procesamiento de la informacién: El he-
misferio cerebral izquierdo “piensa” en palabras, secuencialmente,
de las partes hacia el todo, centro de comunicacién del lenguaje en
lo tocante a lectura y habla. El hemisferio cerebral derecho “pien-
sa” en imégenes, se ocupa de aspectos espaciales y visuales, elabora
del todo hacia las partes, capta las configuraciones globales y es el
centro de la intuicién y la creatividad. Memoriza hechos y parece
ser el centro para la informacién que ha de ser percibida, compren-
dida y recordada.

PERSONALIDADES EN EL APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS

Otras investigaciones sefialan que existen dos tendencias,
estilos o personalidades en el aprendizaje de las matemati-

-~
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cas relacionadas con el hemisferio cerebral predominante en el in-
dividuo: Los “serialistas” o levohemisféricos (levo = izquierdo) son
diestros en el lenguaje, en la cuantificacién y en las operaciones
cuantitativas. Ante un problema de enunciado buscan un algorit-
mo familiar para resolverlo; resuelven poco a poco los problemas.
Los “holistas” o dextrohemisféricos enfocan los problemas
globalmente, son diestros en la identificaciéon de regularidades y
pautas, son creativos y hébiles en la solucién de problemas de la
vida “real”. Cuando se les propone un problema de enunciado
juegan con él de modo metaférico no dirigido antes de comenzar a
resolverlo. :

ETAPAS EN LA SOLUCION DE UN PROBLEMA

Parece ser qu‘é‘ los nifios, Qandonados a sus propios recur-
sos, pasan por tres etapas diferentes en la resolucién de un
problema:

* Reflexion sobre el problema, “darle vueltas” hasta lograr
una imagen global de éste; organizacién espacial y represen-
tacién visual. Estas son actividades propias del hemisferio
derecho.

¢ Aplicacién de un método de solucién elegido, actividad pro-
pia del hemisferio izquierdo.

* Reflexién sobre la solucién para ver si es razonable. De
nuevo actta el hemisferio derecho.

( CONSIDERACIONES PEDAGOGICAS

) Es evidente que si queremos formar hombres integros ca-

W paces de enfrentar problemas, debemos darles la posibilidad

de desarrollar sus capacidades, potencialidades, e incluso, “su

l estilo”. Es preciso desarrollar en el nifio tanto sus capacida-

. des analiticas como su pensamiento espacial. Hay que darle

. a la geometria el papel fundamental que representa en la
. formacioén integral de nifios y jévenes.

Se debe trabajar, siempre que sea posible, manipulando material
concreto (para propiciar acciones que puedan ser interiorizadas y

~
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constituir los esquemas mentales), acompafiando a los nifios en la
construccién de conceptos, y orientdndolos en. los procesos de
simbolizacién y generalizacién. En sintesis:

SISTEMAS o SISTEMAS

= | CONCEPTUALES [=

CONCRETOS SIMBOLICOS

Otra consideracion fundamental

Las primeras experiencias de los nifios y la mayor parte de sus expe-
riencias cotidianas son con cuerpos tridimensionales. Creemos que
el punto de partida natural para la exploracién de las propiedades
espaciales debe ser, pues, el estudio de los cuerpos tridimensionales,
pasar luego a las figuras en dos dimensiones, a las lineas, y al punto.
En sintesis:

Cuerpos3-D | = | Figuras2-D || Lineasl-D || Puntos0-D

A

El trabajo con objetos concretos en la escuela primaria y su
manipulacién por parte de los nifios, asi como el papel funda-
mental de acompafiamiento que le corresponde al maestro,
implican la necesidad de generar un ambiente de aprendiza-
je sano y que tenga en cuenta las particularidades de los ni-
fios. El aprendizaje de las matemiticas es uno de los "juegos”
més trascendentales e importantes del ser humano. Y se
deben aprender como lo que son: un juego, un juego cons-
tructivo y creativo que se puede explorar con alegria y espi-
ritu de colaboracién, con la orientacién del maestro.
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;’/ NIVELES DE DESARROLLO DEL PENSAMIENTO ESPA-

CIAL

Cuando una persona, y en particular un nifio, inicia el estudio
de cualquier tema geométrico, parece pasar, segin las ideas
de los esposos Van Hiele, por las siguientes fases o niveles de
desarrollo y aprendizaje:

Nivel 1. Reconocimiento de formas. Mirada holistica. Obje-
tos sin partes ni relaciones. Figura geométrica <> nombre.
Nivel 2. Exploracion de las propiedades de las formas. Las
figuras tienen partes. Se establecen relaciones entre las par-
tes mediante observaciones, mediciones, dibujo, construc-
cibn de modelos, etc. (trabajos practicos).

Nivel 3. Relaciones l6gicas entre las propiedades de las for-
mas. Comienzdn a establecerse las conexiones logicas mer-
ced a una mezcla de experimentacién practica y de razona-
miento. .

Nivel 4. Formacién y estructuracién axiomético - deductiva
de los conocimientos geométricos. Desarrollo del razonamien-
to deductivo y de la construccién de teorias.

Es importante resaltar que estos niveles, aqui simplificados,
deben ser recorridos, no solamente por los nifios para tener
un aprendizaje significativo, sino también por cualquier per-
sona que se inicia en un tema geométrico, en especial por los
maestros. Necesitamos maestros comprometidos con su
propio aprendizaje y con el aprendizaje de los nifios.

Consideramos que el objetivo de la educacién basica prima-
ria serfa el desarrollo de los. dos primeros niveles (reconoci-
miento de formas y exploracién de sus propiedades) y la ini-
ciacién de la busqueda de relaciones légicas entre las propie-
dades (tercer nivel). Méas generalmente, creemos que toda
la educacién basica, hasta noveno grado, tendria como un
objetivo el desarrollo sistemético de los tres primeros nive-
les, dotando a los nifios y jévenes de una amplia_experiencia

geométrica.

\ P
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CUERPOS GEOMETRICOS ESQUEMAS INICIALES DE
TRABAJO g

Las primeras experiencias de caricter espacial del nifio tie-
nen lugar con objetos sélidos tridimensionales e, inicialmen-
te, las figuras bidimensionales aparecen como superficies de
objetos sélidos como cubos, conos, cilindros, esferas, cajas rec-
tangulares, prismas y pirdmides, etc. Deberian tenerse a
mano los cuerpos anteriores en diferentes tamafios para ha-
cer hincapié en cada una de las formas particulares. Las ac-
tividades de clasificacién por forma pueden contribuir a que
el nifio se fije en las semejanzas diferencias de los cuerpos sélidos y
observe qué aspectos permanecen sin cambios o invariantes. Los
s6lidos se prestan igualmente a una adecuada introduccién de la
nocién de punto, (una de sus esquinas o vértices), y sus aristas (bor-
des), a la explicacién de las nociones de linea recta y curva.

Los talleres de cuerpos deben comenzar por la manipula-
cién, reconocimiento de formas y exploracién de propieda-
des de los cuerpos geométricos que deben haber sido construidos
previamente por el profesor, explorando también muchos cuerpos
familiares para el nifio como cajas, frascos, pelotas, etc. Se presen-
tan todos los cuerpos construidos por su nombre, se observan vy se
describen las relaciones entre los elementos y lueg@'se hace la clasi-
_ficacién y posterior estudio de cada uno.

Actividades de clasificacién de cuerpos

La caja de cuerpos serd el material concreto que el nifio usa-
ra constantemente durante las clases de geometria del es-
pacio. Una vez conocidos los personajes de la caja de cuerpos
se comienza a jugar con ellos: se tiran sobre el escritorio o en
el plano del piso y se observa que unos ruedan y otros no.

Clasificacién inicial

Cuerpos redondos: Son los cuerpos geométricos con alguna cara
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curva. Dicho de otra manera, son las figuras del espacio que estan
limitadas por superficies curvas o planas y curvas. Ejemplos: esferas,
cilindros, conos.

Cuerpos poliédricos: Son los cuerpos geométricos con to-
das las caras plana o, lo que es lo mismo, toda figura del espacio
limitada por caras que son poligonos. Ejemplos: pirdmides, prismas,
poliedros regulares.

El reconocimiento de caras, bordes y puntas; la clasificacion, la im-
presion de las caras de los cuerpos geométricos son actividades que
el profesor puede realizar con los nifios de preescolar, primero y
segundo de primaria, al igual que el desarmar [as figuras.

La construction de los cuerpos geométricos es una actividad
que los nifios del grado quinto pueden realizar muy bien; los
nifios de preescolar, primero y segundo pueden hacerlo con
arcilla o plastilina.

Clasificacion de Poliedros

En primer lugar es necesario que se haga una manipulacién
de los cuerpos para observar sus elementos y sus propieda-
des. Se debe intentar construir con los nifios definiciones de
-poligono, poligono regular, dngulo diedro y 4dngulo poliedro,
arista y vértice. Por ejemplo:

Poligono: Figura plana con todos sus bordes rectos. (Poli =
varios, Gono = angulo).

Poligono regular: Poligono con todos los lados iguales y todos
los angulos iguales.

Angulo diedro: Angulo formado por dos caras planas que se
interceptan en una linea (la arista).

Angulo poliedro: Angulo formado por mas de dos caras pla-
nas que se interceptan en un punto (el vértice).

Piramides

3

Dada una coleccién concreta de pirdmides - construidas por el
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maestro o por los alumnos - realizar las siguientes actividades:
e Reconocer la forma de las diferentes caras y disefiar
cooperativamente con los alumnos una definicién de pirdmi-

de.
« (Qué relaciones se pueden establecer?

Prismas

Dada una coleccién concreta de prismas - construidos por el
maestro o por los alumnos - realizar las siguientes activida-
des:

» Reconocer la forma de las diferentes caras y disefiar
cooperativamente con los alumnos una definicién de prisma.
» (Qué relaciones se pueden establecer?

Poliedros regulares

Un ejemplo de clasificacién de acuerdo con las caracteristi-
cas geométricas de los cuerpos, podemos realizarlo con los poliedros
regulares: tetraedro, hexaedro (cubo), octaedro, dodecaedro e
icosaedro. Después de su manipulacién y exploracién y de acuerdo
con la experiencia realizada, {Cuéles son las caracteristicas comu-
nes de los poliedros regulares? {C6émo son sus caras? (Cémo son
sus angulos poliedros? Construir cooperativamente cop los alum-
nos una definicion de poliedro regular.

Se han trabajado 5 poliedros regulares. {Existiran otros poliedros
que también sean regulares? Confrontar la respuesta con la defini-
cién construida de poliedro regular.

De acuerdo con los conceptos construidos, constatar la verdad (o
falsedad) de las siguientes afirmaciones:

En un poliedro regular,

« Todas las caras son poligonos regulares.

» Todas las caras son poligonos regulares iguales
« Todos los 4ngulos poliedros son iguales.
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Poliedros Arquimedianos

Existe un conjunto de poliedros muy especiales llamados poliedros
Arquimedianos, que cumplen casi todas las caracteristicas de los
poliedros regulares. Tienen la propiedad de que todas sus caras son
poligonos regulares y todos sus dngulos poliedros son iguales. Dos
ejemplos de ellos son el cubo-octaedro y el rombi-cubo-octaedro
cuya manipulacién y construccién en cartulina debe estimularse y
preguntar:
: * {Todas las caras de cada poliedro son pohgonos regulares?
: » (En cada poliedro sus dngulos poliedros son iguales?
* (Cuil es entonces la diferencia entre los poliedros regula-
res y los arquimedianos?

4
&

Se sab€ que existen trece (13) poliedros arquimedianos. Uno de
ellos es el que sirve de base para el bal6n de fatbol. Investigar sobre
su construccion y propiedades.

Clasificacién global de cuerpos geométricos

Con base en todas las experiencias anteriores y teniendo a
mano un conjunto amplio de cuerpos geométricos, proceder
a una clasificacién global utilizando cuerdas de colores para
formar los diferentes conjuntos. Hay que tener cuidado con las
intersecciones entre los conjuntos y el uso de cuantificadores en el
lenguaje.

El siguiente diagrama muestra una posible clasificacién inicial que
recoge las propiedades estudiadas en las actividades anteriores.

__——""Poliedros

Cuerpos
redondos

.
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Establecer una clara relacion entre las propiedades de los cuerpos
estudiados y las relaciones entre los conjuntos considerados y res-
ponder:

 (Cuadl es el prisma que también es poliedro regular?

* (Cuél es la pirdmide que también es poliedro regular?

* Los poliedros regulares, i{son también arquimedianos?

* Los poliedros arquimedianos, {son también regulares?
Muchas preguntas pueden hacerse en este punto para acla-
rar la relacién entre las propiedades de los cuerpos estudia-
dos y los conjuntos considerados, asi como para afianzar el.
uso de los cuantificadores, el significado de la pertenencia, la
inclusion, la unién, la interseccién entre diversos conjuntos.

Relacién de Euler

Explorar, en la mayor cantidad posible de poliedros, la si-
guiente relacion, llamada Relacién de Euler.

C+V-A=2

Donde:
C = Namero de caras. ,
A = Numero de aristas.

V = Numero de vértices. &

b

Contar el ntimero de caras, de aristas, de vértices, de dngu-
los diedros y de angulos poliedros. Organizar la informacién
“en un cuadro. (Se verifica la relacién de Euler en los poliedros ex-
plorados? .

{Todos los poliedros verificaran la Relacién de Euler? Explo-
re y consulte.

ACOPLAMIENTOS
Con estas actividades se quiere poner en accién un conjunto

!
;!
de conceptos matematicos fundamentales y sus relaciones a i
través de un sencillo juego: los rompecabezas geométricos. l

L *
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Las ideas de area, perimetro, proporcionalidad, semejanza, congruen-
cia, transformaciones, ntimeros racionales e irracionales, se ponen
en juego en esta actividad. Ademas, se posibilita el desarrollo de la
creatividad en el disefio de estrategias para la construccién de las
figuras. La precisién en el lenguaje va de la mano con la claridad de
las ideas que se estan trabajando. En esta actividad se recorren los
llamados niveles de desarrollo del pensamiento geométrico, (nive-
les de Van Hiele), desde el reconocimiento de formas hasta el esta-
blecimiento de relaciones entre las propiedades de las formas.

En los ejemplos propuestos la idea es comenzar por un tra-
bajo de reconocimiento de cada una de las piezas que confor-
man el rompecabezas, asignarles nombre y describir las pro-
piedades que.caracterizan a cada una de ellas. Luego se pue-
de proceder+a armar libremente figuras con algunas o con
todas las piezas y luego se pide armar las figuras geométricas
que se consideran importantes. S6lo después de haber supe-
rado esta etapa se debe proceder al estudio de las relaciones
de 4reas y longitudes. Se debe estar siempre dispuesto a la

- aparicion de nuevas formas y problemas.

62

Este trabajo con piezas bi y tridimensionales constituye una
preparacién esencial para alcanzar la comprension de las -
nociones de area y volumen y la medicién de unas y otros,
amén de echar cimientos y motivar el estudio de las trans-
formaciones geométricas.

Estas actividades no son meros pasatiempos, sino parte in-
tegral del aprendizaje de las matematicas. Ayudan a desa-
rrollar las nociones de 4ngulo recto, paralelismo y
perpendicularidad, dan pie a situaciones probleméticas y
desempefian un importante papel para fomentar y ejercitar
el pensamiento espacial.
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1. TANGRAM CHINO
A F B
H
G «
E
J
P\
& D
ABCD cuadrado

AF =FB = BE = DE
AG=(G]=]JI=1ID

1.1. Después de hacer un reconocimiento de las piezas, utili-
zéndolas todas, armar un paralelogramo, un cuadrado, un
trapecio, un rectangulo y un tridngulo rectingulo.

1.2. (Cuél es la relacién entre el 4rea del cuadrado original y
el 4drea de cada una de las figuras que se formaron?

1.3. (Cudl es la relacién del 4rea del cwadrado inicial con el
perimetro de cada una de las figuras que se formaron?

1.4. (Es posible que existan figuras con igual 4rea y diferente
perimetro! (Se podrin encontrar figuras con igual 4rea e igual
perimetro que tengan forma diferente?

1.5. (Es posible tonstruir con todas las piezas una figura tal
que todas las medidas de los lados de la figura resultante sean nt-
meros racionales? Adopte una unidad de medida. Explique su res-
puesta.

1.6. Construir todos los cuadrados, paralelogramos, trape-
cios y tridngulos que tengan como 4rea la mitad del 4rea del
tangram original. Determinar el 4rea y el perimetro de cada
una de las figuras construidas. {Qué se puede concluir?

1.7. iCuéles figuras se pueden construir con los % del 4rea
del tangram original?

-
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1.8. {Es posible construir un tridngulo rectangulo que tenga como
area 9/16 del area del tangram original?

1.9. Utilizando sélo las 5 piezas mas pequeiias (separando los dos
tridngulos grandes), construir un cuadrado, un tridngulo, un rec-
tangulo, un paralelogramo, un trapecio, un hexagono. (Cual es la
relacién entre el area del tridngulo pequefio y el 4rea de cada una
de las figuras construidas?

2. Dibujar cuidadosamente sobre papel cuadriculado el rec-
tangulo y sus divisiones como muestra la figura, y luego re-
cortalas.

[ a | a +——4@ I
B C
E ! a
2
1 4 i
3 a
A 5

2.1. Con las piezas 1,2,3,4,5 formar un cuadrado. {Qué frac-
cion del area del rectdngulo es el 4rea de este cuadrado?
2.2. Con las piezas 1,2,3,5 formar otro cuadrado. iQué frac-
cién del area del rectdngulo original es el drea de este cua-
drado?

2.3. Con los tridangulos A, B, C, iQué figuras se pueden for-
mar?. {Qué fraccion del 4rea del rectangulo inicial es el 4rea de
todas ellas?

2.4. Determinar el conjunto de todas las longitudes de los
lados de todas las figuras presentes en este rompecabezas.

Describir las estrategias empleadas para resolver las situa-

ciones planteadas.

64 | CUADERNOS PEDAGOGICOS

~




3. LA CUADRATURA DEL TRIANGULO EQUILATERO.
B

Construir en cartulina o madera un tridngulo equildtero ABC
y dividirlo en 4 partes tal como indica la figura, siendo:
AP =PB, BQ =QC, AR = (1/4) AC, SC= (1/4) AC,
PM y SN perpendiculares a RQ

Una buena longitud para el lado AC puede ser 8 o 10 cm.
Recortar las cuatro piezas y reordenarlas para formar con
ellas un cuadrado. Reflexionar sobre las propiedades de las
piezas que conducen a la solucién.

‘4. Tratar de formar con los cuatro tridngulos: un trapecio,
un paralelogramo, un tridngulo rectdngulo. iQué es lo que
tienen en comun las figuras que formadas?

-

CUADERNOS PEDAGOGICOS | 65=



66

5. Partiendo de una hoja blanca tamafio oficio, obtener el mayor
cuadrado posible y a través del doblado y rasgado de papel, despe-
dazar el cuadrado, reflexionando sobre las acciones para obtener
cada pieza, de acuerdo a las lineas indicadas en la figura. Luego
reconstruir el cuadrado y con todas las piezas armar un tridngulo
rectangulo, un paralelogramo y un recténgulo.
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BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

Lo esencial de estas notas ha surgido del estudio del libro “El Apren-
dizaje de las Matemiticas” de Linda Dickson, Margaret Brown y
Oliver Gibson, Editorial Labor, 1991, unido a una experiencia de
intercambio con maestros de educacién basica durante varios afios.
Es un libro excelente que deberia consultar todo maestro que se
enfrente a problemas en la ensefianza de las matematicas basicas.

<
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Extraccién del libro Una brisa refrescante
para la iniciacion a la matematica

Orlando Monsalve Posada
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ACTIVIDADES SOBRE UNA HOJA DE PAPEL
Orlando Monsalve Posada*

Presentaciéon

La hoja en blanco es una herramienta para maltiples usos; herra-
mienta se entiende acd como cualquier utensilio interpuesto entre
cualquier realidad, material o mental, para lograr un objetivo. Vis-
tas asi las cosas, cualesquiera objetos tangibles como cajas, reglas,
compases, transportadores, escuadras, metros, lazos, recipientes de
diferentes formas, dados, dominés, naipes, rompecabezas, la tabla
de multiplicar, las calculadoras manuales, el computador son he-
rramientas pedagdgicas muy ttiles a la hora de ensefiar.

La hoja de papel puede utilizarse como una actividad alterna de
descanso y diversién inicialmente —como el origami, por ejemplo-
; como una via para la iniciacién en el Arte, la Biologia, la Quimi-
ca, la Geometria, y asi descubrir las mdltiples e insospechadas apli-
caciones que dicho arte.le depara al docente.

En el Arte, El Origami tiene mucho de actividad artistica.

En Biologia, porque son innumerables los animales que se pueden
confeccionar doblando papel.

En Quimica, doblando papel se pueden hacer los cinco sélidos
platénicos, y los arquimedianos, varios de los cuales ilustran por
ejemplo, algunas estructuras cristalinas.

«
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En Geometria, porqué es posible ensefiar a trisecar un angulo de
90% y a partir de la triseccién se pueden mostrar las funciones
trigonométricas de los dngulos de 30° y 60° respectivamente;
asimismo se puede trabajar la simetria, diversas clases de poligonos,
introducir dos clases de limites; igualmente se puede mostrar el cre-
cimiento exponencial, etc.

La siguiente es una de las tantas actividades desarrolladas
en el curso Seminario de Estrategias y Medios no convencio-
nales para los estudiantes de Matematicas y Fisica de la Fa-
cultad.

({De cuantas maneras diferentes se puede dividir una
hoja de papel tamafno carta en dos partes iguales,
congruentes o no congruentes’?

Antes de inspeccionar las doce ilustraciones siguientes, trate
el lector de confeccionar sus propias divisiones en una hoja.

Hoja 1 Hoja 2
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Hoja 5

Hoja 4

Hoja 6
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Ho 7 Hoja 8

Hoja 9 Hoja 10
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Hoja 11 Hoja 12

Cuando se les propone por primera vez este ejercicio a los estudiantes,
su primera reaccion es hacer los dobleces més faciles y evidentes, in-
cluidos los simétricos. Este primer acercamiento da entre cuatro y ocho
formas a lo sumo; pero cuando se les deja el ejercicio abierto para que
sigan reflexionando sobre él, descubren, con evidente cara de satisfac-
cién y desconcierto, que existen infinitas formas de dividir la hoja en
dos partes iguales y congruentes, apoyados para el efecto en el teorema
que reza: “por un punto pasan infinitas rectas”.

Es decir, cualquier recta que pase por el centro de la figura la
dividira en dos mitades iguales simétricas y congruentes -gra-
fica 1-.

Al observar las gréficas 2, 3, 4, 5, 6, 10 se colige que existen
otras infinitas maneras de lograr el mismo objetivo.
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Las demas gréficas — y otras que también se pueden realizar - tienen
igual area, pero las figuras no son congruentes.

Con respecto a la hoja 5, se la puede aprovechar para mostrar la
suma de los primeros ntiimeros naturales. ‘

Finalménte, como el centro de la figura es también su centro
de masa, se puede realizar la siguiente experiencia fisica:

Tome una hoja limpia y suspéndala con un alfiler, apoyado
sobre el eje y de un plano cartesiano fijado en la pared; aho-
ra, desde el punto dejado por el alfiler y el otro punto de la
hoja, que coincide con el eje y, trace una recta; observari
que ésta corta la hoja en dos partes simétricas, iguales y con-
gruentes porque"ella pasa por el centro de masa que es, a su
vez, punto de simetria.

Ejercicios complementarios:

» Ahora tome un pedazo de papel de la forma que quiera y

efectie sobre ella el mismo ejercicio anterior; iqué puede

decir de las partes en que queda dividida la hoja?

"+ (Se podré hacer lo mismo con objetos tridimensionales?
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N FormAacion DE CONCEPTO & .

GENERALIZACION Y CONCEPTUALIZACION
EL CASO DE LAS ESTRUCTURAS ADITIVAS

Gilberto Obando Zapata*

Resumen

La generalizacién, al igual que la conceptualizacién son dos
procesos que van de la mano, y su tratamiento en la escuela exige
unas caracteristicas didécticas especiales para que permitan desa-
rrollar en los alumnos' un pensamiento mateméatico auténomo.
(g

Se presentan en este articulo algunas ideas sobre estos dos
aspectos cruciales en el proceso de construcciér del conoci-
miento matemético por parte de los alumnos, y se ejemplifica
con un aspecto de la matemética de la educacién bésica: las
estructuras aditivas. En esta parte se intenta mostrar como

\ la escuela tradicionalmente ha mirado el aprendizaje de las

estructuras aditivas de una manera muy simple, ignorando
\la gran complejidad de los procesos que implica este apren-
/dizaje. :

|

%generalizacién en matematicas

Las matematicas, tradicionalmente, han sido consideradas
como la ciencia de lo abstracto y lo general por excelencia.
Esto debido a que sus definiciones, postulados y teoremas no hacen

-
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referencia mas que a los objetos matematicos y a las relaciones en-
tre éstos. Asi, la validez de una proposicién no depende de su com-
probacién empirica, sino, de la posibilidad de ser obtenida desde
los axiomas y otros teoremas a partir de un proceso deductivo. Por
esta razon lo axiomético—deductivo constituye la forma canénica
de presentacion del cuerpo tedrico de las matematicas.

Pero esta forma de presentacién del conocimiento matema-
tico oculta todo rastro de su origen y génesis. El matematico,
en su quehacer, comete errores, elabora hipétesis, realiza
inducciones, generalizaciones, etc., y posteriormente, cuan-
do juzga que ha encontrado un resultado digno de ser comu-
nicado, elige, del gran laberinto de sus reflexiones, aquello
que es comunicable y “susceptible de convertirse en un sa-
ber nuevo e intgfesante para los demés” (Brousseau, 1993,
p 4). Esto es, “El autor despersonaliza, descontextualiza y
destemporaliza lo més posible sus resultados” (ibid). Y des-
pués de pasar la critica del resto de la comunidad de mate-
méticos del momento, quienes lo reformulan, lo generalizan,
o incluso lo destruyen, pasa a ser conocimiento valido.

Para que los saberes matematicos ingresen a la escuela de-
ben sufrir una re-elaboracién didé4ctica, que los re—
contextualiza, los re—personaliza y los re-temporaliza. Es en
esta re—elaboracién didéactica donde se debe centrar la acti-
vidad profesional del maestro de matemaéticas, a fin de pro-
piciar para el alumno una verdadera actividad cientifica.

El trabajo intelectual del alumno debe por momentos ser comparable
a esta actividad cientifica. Saber matemdticas no es solamente apren-
der definiciones y teoremas para reconocer la ocasion de utilizarlas y
aplicarlas; sabemos bien que hacer matemdticas implica que uno se
ocupe de problemas, pero a veces se olvida que resolver un problema
no es mds que parte del trabajo; encontrar buenas preguntas es tan
importante como encontrarles solucién. Una buena reproduccién por
parte del alumno de una actividad cientifica exigird que él actte, for-
mule, observe, construya modelos, lenguajes, conceptos, teorias, que
los intercambie con otros, que reconozca las que estdn conformes con
la cultura, que'tome las que le son titiles, etc. (Brousseau, op. cit p. 5)
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Esta actividad matematica del alumno tiene un objetivo primor-
dial: hacer que alcance esquemas generales de pensamiento, es de-
cir que pueda, ante una determinada situacién, reconocer un caso
particular de una clase general de problemas, o a la inversa, que
pueda ver los casos particulares a través clases generales de proble-
mas. Pero dado que la construccién del conocimiento es
contextualizado por naturaleza, entonces, el paso a la generaliza-
cién no es ni facil ni inmediato. Esto implica que el profesor debe
proponer multiples situaciones en variados contextos a fin de que
el alumno pueda identificar los invariantes comunes a todas las si-
tuaciones, los cuales son los elementos constitutivos del conoci-
miento que se le desea ensefiar, y entonces, pueda entrar a diferen-
ciarlos de los elementos particulares de cada situacién. La identifi-
cacion de estos invariantes permite la constitucién de esquemas
generales de pensamiento que son los que permiten, como ya se
dijo antes, que los alumnos ante situaciones distintas puedan reco-
nocer que constituyen variantes de una misma situacién concep-
tual, o viceversa, que puedan analizar cualquier situaci6n particu-
lar, como representante de una clase general de situaciones. En este
sentido, generalizar es algo méas complejo que ir de lo particular a lo
general. “La abstraccién implica la utilizacién de los recursos es-
tructurales del medio, para producir versiones més refinadas del co-
nocimiento, es decir, més generales en el sentido clasico” (Moreno,
obra en prensa). A
Un aspecto fundamental de la generalizacion es el relacionado con
la identificacién de invariantes. Cuando un alumno desarrolla su
actividad a través de una serie de situaciones para acceder a la for-
mulacién general de un conocimiento, él debe identificar y distin-
guir, lo que es particular a cada una de las situaciones (la forma), de
lo que es comtin a todas ellas (lo estructural), y por tanto, constitu-
yen los invariantes que caracterizan el concimiento que se les quie-
re ensefiar. Por ejemplo, cuando el profesor dibuja un tridngulo rec-
tangulo este ve en su dibujo el representante de una clase concep-
tual (la clase de todos los tridngulos rectangulos), pero para el alum-
no este dibujo “es el triangulo”, y por lo tanto, cuando se le dibuja
otro tridngulo rectdngulo en una posicién distinta puede no identi-
ficarlo como un tridngulo rectangulo. Esto es, el alumno no logra

<
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distinguir aquellas caracteristicas que son particulares de la cons-
truccién gréafica que se le ha presentado inicialmente, de las propie-

dades generales que caracterizan un tridngulo rectangulo, y por lo’

tanto, al no identificarlas (las particulares y las generales) en la nueva
construccion, entonces, no puede ver el nuevo tridngulo como trian-
gulo rectangulo. Para adquirir ese conocimiento que permita reco-
nocer y diferenciar los elementos estructurales de los particulares es
necesario que el alumno esté en contacto con muiltiples situaciones
en las que pueda confrontar las hipétesis particulares que construye
sobre cada situacion, a fin que pueda encontrar las caracteristicas
generales que estructuran el concepto que se estudia, independien-
te de la forma como éste le sea presentado. Como puede verse es
algo més profundo que aprenderse una definicién.

7

Lo expresado™anteriormente nos muestra que se debe ser
cuidadoso con la utilizacién, tanto de los ejemplos, como de los
materiales, pues en el caso de los ejemplos, es necesario preguntarse
por la forma como los alumnos los interpretan, (que tan general es
la interpretacién que les dan), mientras que con los materiales, es
necesario analizar con mucho cuidado hasta qué punto la situacién
a la que estan enfrentados los alumnos, y los materiales que ellos
manipulan, les permiten generar estructuras generales de pensamien-
to, o hasta donde la actividad que desarrollan en las actividades
queda estrechamente ligada a las acciones realizadas.

De otra parte, la generalizacién tiene un alto componente lin-
giifstico. Esto se puede ver a través de un enunciado como el
del teorema de la suma de 4ngulos interiores de un tridngu-
lo: “en un tridngulo la suma de sus 4ngulos interiores es de
180 grados”. La generalidad reside en que hay una relacién que se
cumple para cualquier tridngulo, y por tanto la parte més importan-
te del enunciado es el articulo indefinido “un”, el cual significa “en
todo”. Que sea una relacién (en este caso de suma) entre los dngu-
los interiores del tridngulo, no es tan importante, y que la suma
tenga un valor de 180 grados es lo menos importante, (de hecho es
puramente circunstancial). Pero de otra parte, la verificacién expe-
rimental, puede'llevar a incluso comprobar que dicha suma no siem-
pre da 180 grados. De nuevo comprender el caricter de generali-
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dad presente en dicho teorema‘es algo mas profundo que memori-
zar el enunciado, o verificar el cumplimiento en algunos casos par-
ticulares.

Ortro aspecto importante de la generalizacién es el poder ver lo ge-
neral a partir de lo particular, asi como ver a través de un caso particular
una expresion de lo general. Esto es, dados un conjunto de situacio-
nes con un invariante comun, reconocer en ellas la expresién de
una ley general de las matematicas, pero también, ante una situa-
cién particular ver en ella un representante de una clase general.
Por ejemplo, ante un problema como el siguiente: “Una llave llena
un tanque en dos horas. Otra llave llena el mismo tanque en una
hora. Si ambas abren al mismo tiempo, {cuénto tiempo tardan en
llenar el tanque?”, una persona que pueda generalizar ver4 en este
problema un caso particular de una clase general de problemas rela-
cionados con la rapidez con que se realiza un trabajo, mientras que
otra que no tenga esta capacidad de generalizaci6n solo vera un
problema de un tanque que se llena utilizando dos llaves abiertas
de manera simultanea, y no podri relacionarlo con otras situacio-
nes como aquellas en las que se analizan los tiempos empleados
para realizar un trabajo.

La conceptualizacién en matemaéticas

A
Las anteriores ideas sobre la generalizaci6n muestran como este pro-
ceso no es independiente de los procesos de conceptualizacién. Es
decir, no se aprenden conceptos de un lado, y después se aprende a
generalizar por otra via, sino que un proceso de conceptualizacién
es en si mismo un camino hacia la generalizacién. En esta perspec-
tiva conviene sefialar que la conceptualizacién no se agota en el
aprendizaje de los enunciados o definiciones, sino que, por el con-
trario, pone en juego una serie de elementos en estrecha relacién.
En este sentido Vergnaud plantea: “la conceptualizacién en mate-
maticas, como en cualquier otra 4rea, consiste en elaborar los me-
dios intelectuales de tratar progresivamente situaciones cada vez
mas y més complejas”. (Vergnaud, 1997, p 7).

Para Vergnaud, un concepto es una “tripleta de conjuntos C = (S,
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I, R) donde S es el conjunto de situaciones que dan significado al
concepto, I es el conjunto de invariantes (objetos, propiedades, y
relaciones), y pueden ser reconocidas y utilizadas por los sujetos
para analizar y aduefiarse de esas situaciones, y R es el conjunto de
representaciones simbdlicas que pueden ser usadas para enfrentar y
representarse esas invariantes, y por tanto, representar las situacio-
nes y procedimientos para manipularlas” Vergnaud, 1988, p 141).

Lo anterior conduce a Vergnaud a formular una categoria
didactica fundamental. Se trata de la categorfa de campo concep-
tual' ; la define:

“Un Campo Conceptual estd constituido, desde un punto de vista prac-
tico, por el Conjunto de situaciones en cuyo dominio progresivo juega
Un papel importante una gran variedad de conceptos y de procedi-
“Mientos en estrecha conexién. Desde un puntode vista teérico, un
campo conceptual estd constituido por el conjunto de conceptos y

teoremas que contribuyen al dominio progresivo de esas situaciones.
(Vergnaud, 1997, p9).”

Para Vergnaud, la ensefianza de los conceptos no puede ha-
cerse de una manera aislada, ni a partir de una sola situacién
problema, sino enmarcados dentro de un campo conceptual,
pues:

+ Una situacién dada, no podria poner en juego, en general, todas
las propiedades de un concepto..., se hace necesario la referencia a
una diversidad de situaciones.

» Una situacién dada no pone en juego habitualmente un solo con-
cepto’ ...

» La formacién de un concepto, en particular si uno lo consi-
dera a través de la actividad de resolucién de problemas, tar-
da en general un gran periodo de tiempo.

Para Vergnaud en el proceso de formacién de un concepto
juega un papel fundamental la nocién de esquema, el cual es
entendido “como una organizacién invariante de la conducta
para un tipo de situaciones dadas” (Vergnaud, 1993). Esto
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de dichos
conceptos, 0
viceversa, la
incidencia del nivel
de conceptualiza-
cién de dichos
conceptos en lu
manera como es
afrontada y
solucionada lu
tarea.

3Un teorema—en—
acto es definido
como lus relaciones
matemdticas que
los estudiantes
deben tomar en
cuentda para
seleccionar lu
operacién o
secuencia de
operaciones que
debe realizar para
solucionar un
problema. Un
teoremu—en—acto
N0 es un teorema
en el sentido
convencional,
puesto que la
mayoria de las
veces no es
explicito. Ellos
subrayan el
comportamiento
del alumno, y su
campo de validez,
usualmente es mds
reducido que el
campo de los
teoremas. Pueden
incluso ser falsos.
(Vergnaud, 1988, p
144).

implica que en un esquema existe un conocimiento implicito, pero
que est4 ligado al tipo de situaciones en donde se aplica. Vergnaud
denomina este tipo de conocimientos conceptos—en—acto y teoremas—
en—acto’. Estas son las invariantes operatorias, es decir, el tipo de
conocimientos que permiten que la accién del sujeto sea operatoria.

Asi mismo Vergnaud 1993, plantea que el paso de la utiliza-
cién de un esquema de una clase particular de situaciones a
una clase mas general, est4d mediada por que el sujeto reconozca
analogfas, inferencias, semejanzas, relaciones causa efecto, etc., desde
esas situaciones en las que su esquema era operatorio a aquellas en
las que debe ser utilizado el nuevo conocimiento.

“El esquema, totalidad dindmica organizadora de la accién del sujeto
por una clase especificada de acciones, es pues un concepto funda-
mental de la psicologia cognitiva y de la diddctica. A menudo no es
reconocido como tal. Ademds, demanda ser analizado. Si se reconoce
fdcilmente que un esquema estd compuesto de reglas de acciones para
alcanzar cierto fin, no siempre se reconoce que igualmente estd com-
puesto, de manera esencial, de invariantes operatorias (conceptos—
en-acto y teoremas—en-acto) y de inferencias. Las inferencias son
fundamentales para hacer actuar al esquema en cada situacién parti-
cular: en efecto ... un esquema no es un estereotipo sino una funcién
temporalizada de argumentos, que permite generar secuencias dife-
rentes de acciones y de tomas de informacién, en funcién de los valo-
res de las variables de la situacién. (Vergnaud, 1993, p 93).”

En resumen, desde esta perspectiva para el aprendizaje de un deter-
minado concepto, no es suficiente con tratar una sola situacién,
sino que por el contrario, es necesario el tratamiento de una gran
variedad de situaciones, pero ademaés, se tiene que cada situacién
puede poner en juego una variedad de conceptos, y para el trata-
miento de estas situaciones se pueden tener distintos sistemas de
representacién. Esto hace que el aprendizaje de un determinado
concepto sea un proceso complejo que dura un largo periodo de
tiempo, y para el cual se requiere una variedad de situaciones que
pongan en juego las caracteristicas de dicho concepto.

Asi pues, al momento de pensar en la ensefianza de un de-

-
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terminado concepto, se hace necesario tener en cuenta que en este
proceso intervienen elementos de distinta naturaleza. Entre los mas
importantes se pueden destacar:

1. Un concepto nunca esté aislado, sino en estrecha conexién
con otros conceptos matematicos. Esto implica entonces la
necesidad de delimitar la red conceptual en la cual esta ins-
crito el concepto que se desea convertir en objeto de ense-
fianza. No se trata de la elaboracién de un mapa conceptual,
sino mas bien de lo que Vergnaud llamé un campo concep-
tual. ,

2. Dado que el proceso de conceptualizacién implica le trata-
miento de multiples situaciones, se hace necesaria una arti-
culacién de.€stas situaciones para formar una unidad cohe-
rente que permita €l aprendizaje deseado en los alumnos.
Esta articulacién sélo puede darse en la medida que se identifiquen
de manera clara los medios y mediadores que est4n presentes en las
distintas situaciones, y la manera como estos medios y mediadores
permiten transformaciones conceptuales en los alumnos, las cuales
se pueden evidenciar a través del nivel de elaboracién alcanzado
en su produccién. Esto implica un anélisis por lo menos en dos
sentidos: los medios y mediadores puestos en escena a través de
cada situacién que elementos conceptuales son los que potencian,
y que tipo de variables did4cticas son las pertinentes para hacer
evolucionar la produccién del alumno a través de las situaciones
propuestas.

3. De igual forma, este proceso hacia una versién més abs-
tracta del conocimiento no solo implica coordinar situaciones en

- diferentes contextos, sino también, a propdsito de una misma situa-
cién articular distintos formas de representacién.

A continuacién se presentan una serie de consideraciones
sobre las estructuras aditivas, con lo cual se espera mostrar
la complejidad del proceso de conceptualizar y generalizar,
tomando como referencia uno de los aspectos conceptuales
basicos de la educacién béasica. El anélisis presentado no es
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exhaustivo, pues no se trata de realizar un tratado sobre dichas es-
tructuras, sino mostrar elementos minimos que llamen la atencién
sobre la necesidad de reconceptualizar su tratamiento en los con-
textos escolares, en particular sobre el aprendizaje de lo aditivo, y

en general sobre los proceso de aprendizaje de los conceptos mate-
maticos.

Las Estructuras Aditivas

Desde la anterior perspectiva, el trabajo escolar sobre el desarrollo
del esquema aditivo trasciende ampliamente lo que tradicionalmente
se ha desarrollado, el cual basicamente se centra en el aprendizaje
de los algoritmos basicos de la suma y de la resta, de un lado, y de la
ensefianza de la solucién de problemas, de otro, con muy poca co-

nexién entre si. Segiin Vergnaud, las estructuras aditivas est con-
formado por:

"El conjunto de las situaciones cuyo tratamiento implica una o varias
adiciones o sustracciones, y el conjunto de los conceptos y teoremas
que permiten analizar esas situaciones como tareas matemadticas. Son
de esta forma constitutivos de las estructuras aditivas los conceptos de
cardinal y de medida, de transformacién temporal por aumentos o
disminucién (perder o ganar dinero), de relacién de comparacién cuan-
tificada (tener 3 dulces o 3 anos mds que), de composicién binaria de
medidas, (¢cudnto en total?), de composicién de transformaciones y
de relaciones, de operacién unitaria, de inversion, de nimero natural
v de numero relativo, de abscisa, de desplazamiento orientado y cuan-
tificado," (Vergnaud, 1990, p 96 y 97).

Cualquiera que sea la situaci6n aditiva a la que uno se vea enfren-
tado, estas obedecen a relaciones ternarias que pueden ser modela-
das a través de uno de seis esquemas elementales, 0 a una combina-
cién de estos (para una discusion detallada de estos seis esquemas
elementales puede consultarse el texto “Las matematicas, el nifio y
la realidad” de Gerard Vergnaud). Los seis esquemas elementales
son:

1. Dos medidas se componen para dar lugar a una tercera.
Se trata de dos cantidades A y B que se unen para dar lugar a una

-
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tercera cantidad C. Segiin que en el problema se pregunta por la
cantidad A, la cantidad B o la cantidad C, se pueden obtener dos
tipos de problemas diferentes (ya que preguntar por A o por B es
equivalente), uno de los cuales se soluciona con una resta (aquel
en el que se pregunta por A o por B). En esta categoria solo se
presentan problemas de suma*, pues las cantidades A, B y C siem-
pre son positivas.

2. Una transformacién opera sobre una medida para dar lugar a
otra medida. ' .

En este caso se tiene una cantidad inicial (estado inicial), can-
tidad A, la cual e una transformacion a través del tiempo
debido a la accién de un operador, cantidad B, para producir
una cantidad final (estado final), cantidad C. La cantidad A
siempre es-positiva y la cantidad C siempre mayor o igual a
cero. Pero la cantidad B, dependiendo del efecto que realice
sobre la cantidad A, puede ser negativa (si la hace dismi-
nuir), o positiva (si la hace aumentar).

Dado que en la estructura del problema el papel l6gico de las
cantidades A y B no son idénticos, entonces, si la cantidad B
es positiva se tienen tres tipos de problemas de suma (cuya
solucién no siempre es una suma; por ejemplo en el caso que
se pregunte por A, o por B) seglin se pregunte por las canti-
dades A, B, o C. De igual forma se obtendrén tres tipos de proble-
ma de resta (como en el caso de la suma, cuya solucién no siempre
es una resta) si la cantidad B es negativa. Por tanto se tiene un total
de seis problemas.

3. Una relacién une dos medidas.

Este tipo se situaciones se presentan cuando se deben com-
parar dos cantidades, bien sea para establecer su diferencia
(cuanto més tiene la mayor, o cuanto menos tiene la menor),
o para igualarlas, (agregar a la menor para igualar a la ma-
yor, o quitar a la mayor para igualar a la menor). En la com-
paracién para establecer diferencia se pueden presentar 3 tipos de
problemas de suma (cuantos mas tiene la mayor) o tres tipos de
problemas de resta (cuntos menos tiene la menor). De igual forma
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en los problemas de igualar se pueden presentar 6 casos. Asi en esta
categoria se pueden identificar 12 tipos posibles de problemas.

4. Dos transformaciones se componen para dar lugar a una transfor-
macion.

En este tipo de problemas, el enunciado no hace referencia a
cantidades, sino a operadores, y se trata de la aplicacién de dos
operadores, de manera sucesiva, a una cantidad. Por ejemplo, es el
caso de un estudiante que juega dos partidas de bolas, y en la pri-

mera pierde 5, mientras que en la segunda gana 3. En total es como
si hubiera perdido 3.

Este tipo de problemas es equivalente a los de la primera
categoria, pero a diferencia de ésta, las tres cantidades pueden ser
positivas o negativas, lo cual genera un rango mas amplio de posibi-
lidades, 16 en total, dependiendo tanto de los signos de cada una

de las cantidades, y del lugar de la incOgnita, es decir, de la cantidad
por la cual se pregunte.

5. Una transformacién opera sobre un estado relativo (una
relacion) para dar lugar a un estado relativo.

Al igual que el caso anterior, el enunciado no hace referencia
a cantidades, sino a operadores, pero ahora sevtrata es de un
operador que se aplica sobre otro operador. Por ejemplo, Juan
juega una partida de bolas y gana 5 canicas. Luego juego una se-
gunda partida, y gana tres mas que las que gané en la primera parti-
da. {Cuéntas gand en esta segunda partida?. Nétese como el opera-
dor +3, es un operador que actiia, no sobre la cantidad de bolas
que posee Juan, sino actta sobre el operador +5.

Este tipo de problemas es equivalente a los de la segunda
categoria, pero a diferencia de esta, las tres cantidades pue-
den ser positivas o negativas, lo cual genera un rango mas
amplio de posibilidades, 12 en total, dependiendo tanto de
los signos de cada una de las cantidades, y del lugar de la
incégnita (es decir, de la cantidad por la cual se pregunte).

6. Dos estados relativos se combinan para dar lugar a un estado

relativo. ,
CUADERNOS PEDAGOGICOS | 85



»

Este caso es similar al anterior, solo que ahora, uno de los operado-
res no acttia sobre el otro para transformarlo, sino que ellos se com-
binan para producir un nuevo operador. Por ejemplo, Juan le debe
$500 a Pedro, pero Pedro el debe $300 a Juan, entonces Juan sélo
le queda debiendo $200 a Juan.

En un marco como el que se acaba de describir, queda claro
que el dominio de las estructuras aditivas, implica, entre otros
elementos, ser capaz de reconocer cualquier situacién que
implique sumas o restas a través de los esquemas generales
que permiten su tratamiento (ver en lo particular la expre-
sion de lo general); reconocer en las diferentes situaciones
que impliquen sumas o restas los invariantes conceptuales
que hacen que éstas se organicen en grupos o categorias perfecta-
menteé diferenciados (ver lo general a partir de lo particular); dominar
diversas formas de representacién de las situaciones problema; y
por supuesto, dominar una gran variedad de procedimientos para
encontrar las soluciones a las situaciones que se presenten. No so-
bra recalcar que estos elementos no se presentan aislados unos de
otros, sino que, segin el tipo de situaciones, se pueden tener dife-
rentes formas de representacion, y por ende de solucién de la mis-
ma.

Pero ademas de estos esquemas bésicos desde los cuales se puede
analizar cualquier situacién aditiva se deben considerar los contex-
tos dentro de los cuales estdn inmersos los problemas, pues éstos
afectan la representacién que uno pueda darse de ellos. Asi son
determinantes en el tipo de representacién que un alumno cons-
truya de una situacion, entre otros, los siguientes elementos: el tipo
de magnitud (continua o discreta), el conjunto numérico (natura-
les, racionales, irracionales, etc.). El tamafio de los ntimeros (gran-
des o pequefios, cercanos o distantes), los referentes materiales de
la situacién (un juego, una actividad comunitaria, etc.), la formula-
cién del enunciado (una sola proposicién, una secuencia de pro-
posiciones, etc.), los medios y mediadores de la situacién (se utiliza
material concreto, grafico, etc.), por quien se pregunta (por alguno
de los sumandos, o por el resultado).
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Por ejemplo, en los siguientes tres problemas se puede evidenciar
c6mo al hacer variar algunos de los elementos antes mencionado,
se afecta radicalmente el tipo de representacién del problema:

* En un caja hay 12 bolas, de las cuales 9 son rojas y el resto
azules. (Cuantas bolas azules hay? ;

* (Si de una varilla de hierro que mide 14.795 cm se pinta
9.327 cm de roja, qué longitud queda por pintar de azul?

* De una varilla de hierro 19/37 estan pintados de rojo y el
resto estd pintado de azul. {cuanto esti pintado de azul?

Nétese como en cada uno de ellos la imagen mental que uno
se puede formar es distinta, a pesar que los tres problemas
tienen la misma estructura. Mientras que en el primero al
ver las nueve rojas, ya se ven las tres azules, en los otros dos
esta imagen cambia: ya no se sabe, de inmediato cuidnto mide
la parte azul. Es més, en el segundo se ve de inmediato que
méas de la mitad de la varilla estd pintada de rojo, mientras
que en el Gltimo no es tan obvio.

Conclusién O
4

La escuela tradicionalmente ha reducido la ensefianza de lo aditivo
a una actividad puramente algoritmica, acompafiada de una serie
de estrategias (memoristicas), para identificar cuando un problema
es de suma o resta. Por ejemplo, “si en el enunciado dice perdié
entonces es un problema de resta”. Puede que si sea un problema de
resta, pero que no necesariamente se solucione con una resta.

Es necesario pues desarrollar una serie de estrategias
didacticas que permitan al alumno la construccién paulatina de la
complejidad subyacente a las estructuras aditivas; construccién ésta
que puede durar varios afios, ya que, como se mostré antes, algunas
de estas categorias implican tipos de problemas muy diferentes, (y

Y por demés con un alto grado de dificultad para los alumnos). Si esta

afirmacién es valida para el caso de las estructuras aditivas, también
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es vélida para el aprendizaje de cualquier concepto matemaético.
Primero estos no estén aislados uno de otros, forman redes concep-
tuales, y segundo su aprendizaje debe pasar por el tratamiento de
mudiltiples situaciones, en variados contextos y a través de diferentes
estrategias anélisis y de representacién. Solo asi se puede asegurar la
construccién de un conocimiento estructurado que permite la for-
macién de un pensamiento mateméatico auténomo en los alumnos,
tal como lo proponen los recientes Lineamientos Curriculares de
Matematicas, publicados por el Ministerio de Educacién Nacional.
:
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LA IMPORTANCIA DE LOS POLINOMIOS
Luis Carlos Yepes Velasquez*

Los polinomios, con sus operaciones se constituyen en un tema
central en la ensefianza de las matemaéticas en los grados sép-
timo y octavo de la educacién bésica; que por lo general no se
establecen relaciones con otros temas de las matematicas.

En un somero repaso de algunos contenidos, se encuentra
que los Polinomios se utilizan en los siguientes temas:

» Sistemas de numeracién en diferentes bases

 Polinomio arirmético r

» Algoritmos de algunas operaciones aritméticas como es el
caso de la multiplicacién de ntimeros de dos o més digitos

« La construccion del término enésimo de una sucesién y de
una serie.

LA MULTIPLICACION DE NUMEROS REALES Y
LOS POLINOMIOS:

El polinomio en una variable X (algunos autores lo expresan en
una indeterminada X), es la expresién P(X) = a_ X" +a  X™!

. a, a coeficientes

b ]
+...+aX'+a X = A _ Siendoa a_
reales. o
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Sila variable X representa un ntimero entero positivo mayor o igual
que 2 el polinomio se transforma en un polinomio aritmético en
base dos, tres, cuatro, ..., base diez, o base n . En consecuencia, un
ntmero expresado en cualquier base se puede expresar en base diez
utilizando su polinomio, como se ilustra en el siguiente ejemplo:

IV = 1xd- + B2 1x2° + B2+ bl 1°=32 + 16 + 8
+4+2+1=63 .
111111, = 1x3° + 1x3*+ 1x3’ + 1x3* + 1x3 + 1= 243 + 81 + 27
+9+3+1=2364 .

111111 = 1x10° + 1x10* + 1x10° + 1x10% + 1x10 + 1 =
100000+ 10000+ 1000+ 100+10 +1

La multiplicacién de ntmeros de dos digitos se puede simpli-
ficarsvitilizando el resultado de la multiplicacién de los
polinomios (ax +b ) (cx + d). Esta operacién se puede reali-
zar utilizando una tabla de doble entrada, donde cada casilla
interna corresponde al producto de los coeficientes y que al
sumar los productos diagonales se obtiene el resultado de la
operacion:

A |b
X
Ac"_. be
Tad/ b,
acx& {bc +a§)x + b’t':i
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Es de tener en cuenta que como los polinomios son de grado 1, el
producto genera un polinomio de grado 2.

Relacionando tanto la forma de expresar el producto de los
polinomios como su resultado con el producto de dos ntme-
ros de dos digitos (ab)(cd), se puede obtener una forma ra-
pida para llegar al resultado mediante la siguiente ilustra-
cién:

(ab)(cd) = (ax10 + b)(cx10 +d), producto de los polinomios
aritméticos, cuyo resultado se puede mostrar por el siguien-
te algoritmo:

g a b i h
Ha TREE B4
Pasos 3° o %

Ejemplarizando los procesos anteriores mediante el producto de los
nameros 34 y 25, se tiene que 34 x 25 = (3x10 +4)(2x10 + 5) =
3x3x102 + (3x5 + 4x2)10 + 4x5.. La Simplificacién d€l proceso
se obtiene mediante el siguiente esquema:

3 4 3 - 3 4
2 5 2 5 2 5
6 3x5 + 4x2 20
6 15+8 20
6 23 20
6 25 0
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8 5 0

Pasos 32 ' A .32
RESULTADO : 850

La multiplicacién de los niimeros de tres digitos (abc) (def) se pue-
de representar por sus respectivos polinomios (ax10* + bx10 +
¢)(dx10? + ex10 +f), se ilustra mediante el siguiente esquema:

4 JET abc a bc g bt a b

SR

e f d e f d e f d e f d e

Pasos 5 .v' + 3 : 52 1

Los pasos anteriores para efectuar la multiplicacién se de-
ducen del producto de los polinomios (ax* + bx + ¢) y (dx* +
ex +f) mediante una tabla de doble entrada como se realizé
el producto de los polinomios (ax +b ) y (cx + d) ampliado a tres
digitos y que se ilustra a continuacién:

D [ad.[bd. [ed

¢t Jorer

adx’ + (ae+ bd) ° + (N@.:"Cd) X'+ (bfece)s + of

Para multiplicar los ntmeros 123 y 456 se procede de la siguiente
forma:
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455845 8 d=50h 4%5 B 4 5 B
1x4 1x5+2x4 1x6+3x4+2x5 2x6+3x5 3x6
4 + 13 + 28 - 27 - 18
4 + 13 + 28 -+ 28 - 8
4 + 13 + 30 - 8 - 8
4 - 16 - 0 — 8 + 8
5 + 6 + 0 + 8 e 8
5 6 0 8 8
Pasos 5° 4° 3" 22 1°

resultado : 56088

El proceso puede continuar en forma anéloga para la multiplica-
ci6n de nimeros que tengan més de tres digitos.

LA MULTIPLICACION DE NUMEROS REALES Y SU
REPRESENTACION GEOMETRICA

La multiplicacién de nimeros reales se puede realizar utilizando el
polinomio P(x) = mx +b que representa la ecuacién de la recta
con pendiente m y que a través de la traslacién de rectas se puede
representar en el plano cartesiano el producto de los nimeros n, y
n,, procediendo de la siguiente forma:

Sea P = n, n, el producto de dos ntimeros en el cual el primer
factor representa la abscisa de un punto situado en el eje X y
el segundo factor representa la ordenada de un punto situa-
do en el eje Y, generando respectivamente los puntos (n;, 0) y (0,
n,).

-~
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Si se traza una recta L, que pase por los puntos (n,0y@©,l)y
luego se traza otra recta L, paralela a la recta L, y que pase por el
punto (0, 1), dicha recta L, corta al eje X en el punto (B 0) y cuya
representacion en el plano cartesiano est4 dada en la grafica.

&

€0 ns)

QS o

v

o b

b 4 (n,-l\‘w:

Las ecuaciones de las rectas son:

1 n,

L:y=—(x-»n),L:y= —P(x—P)

Las rectas son paralelas, lo que significa que sus pendientes son igua-
. ” . .’ F. .

les, es decir, o _:D . De dicha expresién se explicitaP = n n,

que corresponde al producto de los nimeros dados.
Se aprecia en el tema expuesto que el aprendizaje puede ser
més significativo por parte del estudiante y que le ayuda a

evolucionar su pensamiento matemaético ya sea utilizando
algoritmos o relacionando contenidos.

96 | CUADERNOS PEDAGOGICOS

~






