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Amparo del Carmen Chamorro G.1

Resumen

En este articulo se muestra la ulilidad de los pa-
quetes matemdticos en la modelacién de epide-
mias simples en forma deterministica y
estocéstica, asi como en el calculo de la tasa de
contacto o infeccion y simulacién del desarrolio
de dichas epidemias. Para cada tema se presen-
tan los programas hechos en el paquete
Mathematica 3.0 queé permiten calcular numéri-
camente los pardmetros de relevancia epidemio-
l6gica, como nimero de susceptibles y de in-
fectados, proporcion de susceptibles, velocidad
de infeccién, probabilidad de tener un determina-
do nimero de susceptibles en un tiempo determi-
nado, gréficas de las curvas epidémicas, célculo
de la tasa de infeccién cuando esta es descono-
cida y simulacién del proceso epidémico,

Para explicar la aplicacion de la teoria y utiliza-
cion de los programas, seé presenta a manera de
ejemplo el caso de un brote de parotiditis en la
vereda Santa Marta de Matanza, Santander, en
1996. Por informacidn directa se sabe que la
poblacién susceptible el 14 de julio era de 102
personas y hasta el 5 de octubre habia 49 in-
fectados. Se estimé la tasa de infeccién por
medio de simulacién, un valor fue 0,0053. Se
aplict el modelo dseterministico y los resultados
obtenidos fueron: duracién promedio de la epi-
demia: 173 dias; tiempo promedio de ocurrencia
de una nueva infeccion: 1,6; velocidad méxima
de contacto: 1,4 personas por dia a los 84,7 dlas,
instarte en que el nomero de susceptibles y de
infectados era de 51,5 personas, valor muy cet-
cano a los 49 gue habia realmente a los 84 dfas.

Modelacion matematica
de epidemias simples

Palabras clave

Epidemia simple, estocastico,
deterministico, tasa de infeccion, suscepti-
bles e infectados.
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Abstract

In this article, the usefulness of mathematical
packages in the modeling of simple epidemics
in deterministic and stochastic form is shown,
as well as in the estimation of the contact or
infection rate and simulation of the development
of such epidemics. The programs made in the
Mathematica 3.0 software are presented for each
topic permiting to calculate numerically the
epidemiological relevancy parameters such as:
number of susceptibles and number of infected,
proportion of susceptible, infection speed,
probability of having a given number of suscep-
tibles at a given time, graphies of the epidernic
curves, to estimate the infection rate when this
is unknown and simulate the epidemic process.

In orden to explain the application of the theory
and utilization of the programs a case of an
outbreak of mumps is presentad in Santa Marta
de Matanzas, Santander, in 1996. It is known
that susceptible population was of 102 people
in July 4th, and until October 5th 49 had been
infected. The infections rate was estimated by
means of simulation whit a value of 0,0053.

The deterministic model was applied and the
following resuits were obtained: average of
epidemic duration, 173 days: average of a new
infection oceurrence, 1,6 days; maximum contact
speed, 1,4 persons per day to 84,7 days, time
where the number of susceptible and infected
was of 51,5 persons, a number very close to
that actually existing to the 84th day.
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Key words

Simple epidemic, stochastic, deterministic,
infection rate, susceptible and infected.
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Modelacion matematica de epidemias simples

Introduccion

Un modelo matemético es una representa-
cion simplificada del problema de decigién,
en que las variables de interés, el objetivo
y las restricciones se representan median-
te simbolos matematicos y ecuaciones. El
proposito de la modelacién matemética en epi-
demias es hacer predicciones sobre la inci-
dencia y la prevalencia de enfermedades,
mejorar la comprension de los mecanismos
biomédicos o probar hipotesis sobre estos
mecanismos.

Los modelos puaden dividirse en estaticos o
dinamicos segln contengan o no la variable
tiempo, empiricos o tedricos y estocasticos
o deterministicos si tienen asociadas ¢ no
distribuciones de probabilidad.

Enia modelacion matematica de unfendmeno
biomédico (usualmente complejo}, es necesa-
rio caracterizar el mismo, reduciéndolo a sus
elementos esenciales de tal manera que las
relaciones entre sus componentes pueda ser
estudiada matematicamente. Los modelos para
grandes grupos mejoran la informacion sobre
las caracteristicas del proceso epidémico y
pueden serusados en salud publica, en el con-
trol de las enfermedades, etc. Los modelos de
grupos pequefios, como las familias, mejoran
la informacion sobre indicadores dlinicos, du-
racion del periodo de incubacion o del periodo
de infeccidn, etc. Ambos tipos de modelos
pueden ser empleados a la vez y puede decir-
se que se complementan, aunque es posible
desarroliarlos por separada.

El analisis de los patrones epidemiologicos
observados con base en modelos matemati-
cos permite calcular numéricamente los
parametros de relevancia epidemioldgica,
probabilidades de infeccion, duracion del
periodo de incubacion y pruebas estadisti-
cas sobre la confiabilidad de la concordan-
cia entre hipétesis y observacién.
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En la evolucién histérica de la modeiacion
matematica de las epidemias se distinguen
esencialmente tres técnicas:

* Ajuste de curvas y la prediccidn. Son
modelos basados en ajuste de curvas y
predicciones que nacieron a mediados del
siglo XIX, época en que fueron utilizados
por las autoridades de salud publica pero
que posteriormente fueron abandonados a
causa de su inexactitud intrinseca, ya que
de hecho muchos de los “modelos” tenian
solamente una naturaleza empirica. Las
técnicas modernas de estudio de series
cronolégicas vincutadas al analisis espec-
trai en los Ultimos afios han revitalizado la
modelacién basada en el ajuste de series
y regresiones. 12 3

+ Modelos deterministicos. Aparecieron a

finales del siglo XIX, gracias a la explica-
cion del mecanismo general del desarrollo
de una epidemia y a una mayor familiari-
dad con datos epidémicos reales. Se ba-
san en ecuaciones diferenciales capaces
de representar los mecanismos de trans-
misién cuyos pardmetros se calculan a
partir de los datos disponibles.® >

+ Modelos estocasticos o probabilisticos.
Se consideraron por primera vez a comien-
zos del siglo XX. Estos modelos tenian
que ver con epidemias en grupos peque-
fios de personas, como por ejemplo fami-
lias o barrios en que los elementos de
casualidad y variacion se tomaron mas re-
levantes.® 5. 6

Actualmente se encuentra disponible una
amplia gama de modelos que pueden ser
adoptados a una variedad de circunstancias
practicas, en relacién con la enfermedad de
gue se trate, la comunidad que se estudie,
el tipo de aspectos epidemiologicos o admi-
nistrativos que se contemplen, etc. Si em-
bargo, esto no es suficiente puesto que a
medida que transcurre el tiempo los gérme-
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hes cambian sus caracteristicas y se pre-
sentan nuevas formas epidémicas.

Modelacion matematica
de epidemias simples

Una epidemia se denomina simple cuando
ia infeccion se propaga por contacto directo
de un individuo infectado con otro sano y la
razon de ocurrencia de nuevos casos es pro-
porcional al nimero de infectados y al nQ-
mero de susceptibles. No hay eliminacién de
la circulacién por muerte, recuperacion o ais-
lamiento y al final todos los susceptibles re-
sultan infectados. Esto sucede cuando la
enfermeadad es altamente contagiosa perc no
lo suficientemente grave para que los casos
sean eliminados y ningun susceptible queda
libre de infeccion durante la parte fundamen-
tal de la epidemia.

Para la modelacién matematica deterministica
¢ estocastica de una epidemia simpie se par-
te de los siguientes supuestos:

1. El grupo de individuos estd mezclado
homogéneamente.

2. La poblacién consta de n + a individuos,
que es el total de susceptibles antes de
comenzar la epidemia.

3. En el tiempo inicial -instante en que se
detecta el/los primer{os) infectado(s)- (t=
0) hay a individuos infectados y n sus-
ceptibles.

4, El nimero de nuevas infecciones en un
intervalo pequeiio de tismpo es proporcio-
nal (con tasa de contacto B) al nimero de
infectados, al nimero de susceptibles y a
la extensién del intervalo de tiempo.

* Lag formulas se encuentran en las referencias 4, 5 y 6.
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Modelo deterministico simple

Este modelo se construye a partir de
ecuaciones diferenciales de primer orden que
describen el cambio de las variables en el
tiempo; el nimero de ecuaciones es igual al
numero de variables de estade. Es aplicable
cuando se trata de grandes cantidades de
susceptibles, esto es, cuando n es grande.*

Si x,y representan el nimero de suscepti-
bles e infectados respectivamente, se tiene
que X + ¥ =n + a, es decir, que el nimero de
infectados en funcién del nimero de suscep-
tiblesesy=n-x+a.

Bajo el supuesto 4), el nimero real de nue-
vos infectados en el intervalo de tiempo At
es Ay = BxyAt donde B es la razén de con-
tacto o infeccion. Puesto que el numero de
susceptibles disminuye en esa misma canti-
dad cuando t aumenta se tiene que Ax =
-BxyAt. Esta expresion genera la siguiente
ecuacion diferencial que representa la velo-
cidad de contagio en el tiempo® t:

ax (t)
— =—pPX|[t]|T|t

e BX[t]T[t] )
con la condicién inicial
Xt=0]=n @
cuya soluci(én es)

n{a+n

X(t) =- S

®) ae ™, pn 3

X es el nimero de susceptibles que hay
en un determinado instante £. A partir de este
se obtienen los siguientes resultados:
Proporcién de susceptibles en la poblacion:
X(t) n

n+a ae™® in

g(t) =

enero-junio de 2002



Modelacién matematica de epidemias simples

Numero de infectados:

{a+m

i = -(aenipt

a+ ne

Razén a la cual aparecen nuevos infectados:

ag'® " nia1n)?p
wit) =
{ } {e;u+nj1|:+a+ I'L}E

Tiempo de méxima razén de aparicion de
nuevos infectados;

|

M"‘=(a-|- nB

Susceptibles e infectados en punto maximo
de la curva:

a+n

X [tyac]=Y ltya] =

Valor maximo de la curva:

W )= 22000

Tiempo medio de ocurrencia de una nueva
infeccidn;

2Log [3]
— LN
n{a+nmp

Tiempo de duracion de 1a epidemia.

2(n+1) Log[ﬂ]
- a

ma+n)p

QObtener resultados numéricos en forma ma-
nual es muy arduo, pero usando la tecnolo-

enero-junio de 2002

gia y los paguetes matematicos se encuen-
tran respuestas rapidas y confiables. En el
numeral 1 del anexo se muestra un progra-
ma construido en el paquete Mathematica 3.0
que permite calcular estos resultados. En la
pante final del artfculo se muestra una apli-
cacion.

Modelo estocdstico simple

La epidemia estocastica, que aparentemen-
te la mencioné por primera vez de manera
explicita Martlett en 1949, conduce rapida-
mente a un andlisis matematico complicado.
Esto se debe al caracter no lineal de las pro-
babilidades de transicién; sin embargo, se
dispone de muchos resultados matematica-
mente interesantes y se ha desarrollado una
extensa literatura sobre este modelo.

En este modelo se supone que la probabili-
dad de un caso nuevo es proporcional al ni-
mero de infectados y de susceptibles. Es
aplicable cuando se trata de grupos peque-
fos de individuos como las familias, o las
camadas si se trata de animales, porque en
eso0s casos las fluctuaciones estadisticas
pueden ser muy grandes. Aunque para algu-
nos procesos las medias estocasticas son
idénticas a los valores deterministicos, esto
no es generalmente cierto para los procesos
epidémicos.>

Un modelo para pequeiios grupos es el mo-
delo de cadena binomial, en el que se sabe
que lainfeccion se propaga directamente del
individuo infectado a otros por un determina-
do tipo de contacto; después del contacto
un individuo no inmune en un periodo dado
desarrollara la infeccién e infectara a otros
en un periodo de tiempo siguiente, después
de que él sea completamente inmune. Cada
individuo tiene una posibilidad fija de con-
vertirse en el contacto adecuado en un inter-
valo de tiempo y la probabilidad es igual para
cada miembre del grupo. El intervalo de tiem-
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po escogido es de igual duracion al periodo
promedio en que un nuevo individuo haya sido
infectado.

Los modelos para evaluar el costo-beneficio
de los programas de control de enfermeda-
des emplean el &rbol de decisiones con dife-
rentes opciones. Cada decision incluye una
probabilidad de occurrencia y cuanto costaria
tomarla en el sentido de provecho econdémi-
co, del nivel de riesgo y de la satisfaccion
social; por ejemplo, vacunar o no vacunar, Si
no se vacuna, que probabilidad hay de que
se presente la enfermedad; si ocurre, cuanto
cuesta; si se aplica el tratamiento y si no se
aplica.”

El modelo de matriz de transicion formada
por las probabilidades de pasar de un estado
a otro, por ejemplo, pasar de no infectado a
infectado o viceversa.

El modelo de simulacién de Montecarlo, ba-
sado en un algoritmo de calculos simples
aleatorizados de la probabilidad (que repre-
senta la probabilidad de los eventos que es-
tan ocurriendo) estimada para cada evento.

La siguiente construccién del modelo esta
basada en probabilidades de transicion.

Sean X[f] y Y[f] variables aleatorias discre-
tas que representan el nimero de suscepti-
bles e infectados respectivamente en un
tiempo tdonde X[l + YIf] = n+ a. Entonces,
la probabilidad de contacto entre un infecta-
do y un susceptible en un intervalo de tiem-
po Ates BAt+0(af) donde P eslarazénde
contacto y 9{Af) — O cuando Af — O mas
rapidamente que At La probabilidad de una
nueva infeccién en todo el grupo en Afes 3

X[qY[qaL

Haciendo un cambio de escala en el tiempo,
t = P tse tiene que la probabilidad de r
susceptibles en el tiempo t© At se puede
expresar como:

Universidad de Antioquia
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px[t + At ]= {(r+1}{n —r -1- a)At
px+1[T]+(l‘ —r(n—r+a)At) p,[‘t] )

Esta ecuacion indica que en el tiempo t pue-
den haber r + 1 susceptibles con probabili-
dad de una nueva infeccion (r+ 1){(n-r-1 +
a)At, o r susceptibles en t con probabilidad
de no ser infectado 1 - (i - r+ a)At. '

De (1) se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones de estado:

P, _ (r+0)(n—-r—-1+a)p,, ]~
dt

rin—r+a)p,[t] 0<r<sn—1

&=fna P, ®)

Con la condicion inicial, pn[0]= 1 @

Al resolver el sistema de ecuaciones (4), (5)
y {8), se obtiene la probabilidad de tener rin-
dividuos susceptibles en un tiempo 7, la cuai
es utilizada para calcular: a) la probabilidad
de tener n - rindividuos infectados, b) el ni-
mero promedio de susceptibles e infectados
y sus respectivas varianzas, ¢} la relacion de
cambio de la cantidad media de infecciosos
que existe en un tiempo cualesquiera {curva
epidémica estocastica) y d) el tiempo prome-
dio de duracién de una epidemia simple.

La probabilidad de rsusceptibles esta dada
por:

_n!(n-—r+a—1)! "
r{a—1} jor

p[x]=¢""

(s+j(n—j+a))":| para 0<r<n

enero-junio de 2002



Modelacion mateméatica de epidemias simples

£ es la transformada inversa de Laplace.

A partir de este resultado se obtienen los
resultados de interés como los siguientes:

Numero esperado de susceptibles:
n
MI[T:':Z re, [1:]
r=0

Desviacion estandar del nimero esperado de
susceptibles
Sl 7 S P

1]
donde Hz[‘]‘—“zf' 2 p,[5] es el segundo
momento. r=0

Razén de cambio respecto al tiempo del nd-
mero de infectados:

d
o[il=—{u k]

Tiempo promedio de una nueva infeccion:

n+a—

-1
T—;Z

r=a

= | =

Tiempo de duracion de la epidemia:

Desviacion estandar de tiempo de duracién:

4 2 L

1 L 1
G[T]“E\/(n+a)3 ZU + ZLJ

u=1 (M+a) u

El programa que permite calcular numérica-
mente estos resultados se muestra en &l
numeral 2. del anexo.

Amanera de ejemplo, se presentan aigunos
resultados obtenidos para n=10,a =1y
=0,01, en la tabla 1.

De acuerdo con esos resultados, al cabo
de 120 dias toda la poblacidn estd infecta-
da, puesto que para ese instante la probabi-
lidad de que haya cero susceptibleses 1; la
probabilidad de que en los 10 primeros dias
no $& haya presentado un nuevo caso de
infeccion es 0,37; la probabilidad de que a
los 20 dias queden ain 8 susceptibles es
de 0,13 (tabla 2).

Se observa que en promedio, después de 20
dias del inicio de la epidemia, hay 6,47 indivi-
duos susceptibies y 4,53 infectados, con una
desviacion estandar de 2,57 individuos (fi-
gura 1).

Tabla 1. Probabilidad de que haya r susceptibles para diferentes instantes f (dias)

T 16 20 30 40 50

70 80 90 100 110 120

p, 000 001 008 025 048
p, 000 003 012 022 0,23
p, 017 013 006 003 0,01
p, 025 0114 006 002 001
p, 037 014 005 002 0,01

069 083 091 09 098 099 1,00
018 0,11 0,06 003 001 001

enero-junio de 2002
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Tabla 2. Promedio de susceptibles, de infectados y desviacién estandar
T o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
wit 10 8,58 6,47 4,27 0,66 0,14 0,08
].l.y[l] 1 2,42 453 6,73 10,34 1 0,86 10,94
=g, 0 187 257 287 1,42 062 0,39

Velocidad

0,02

a,015

0.0

0,0

I 2 60 &b 100_

Figura 1. Curva epidémica estocastica n=10,a=1y = 0,01

Esta curva es ligeramente asimétrica a la
derecha con respecto a la ordenada méaxima
que representa la maxima velocidad de incre-
mento del nimero promedio de infecciones
de 0,23 personas/dia, cuando han transcurri-
do 21,3 dias. Al cabo de 107 dias, toda la
poblacion susceptible estara infectada.

Las curvas epidémicas (figura 2) se mues-
tran con el fin de establecer comparaciones
entre los modelos deterministico y
estocastico para diferentes valores de ncon
a=1yp = 0,01

Se observa que la curva deterministica es
simétrica alrededor de la ordenada méxima,
mientras que la estocastica es asimétrica y
cae lentamente. Ambas curvas alcanzan el
méximo aproximadamente al mismo tiempo.
Amedida que n aumenta, la curva estocastica
se acerca a la deterministica y el tiempo en
que las dos curvas se interceptan disminuye;

Universidad de Antioguia

ja velocidad de cambio en el nimero de infec-
tados en el modslc deterministico y del pro-
medio de infectados en el estocastico crece;
los maximos en ambas curvas se alcanzan
mas rapido.

Cdlculo de la tasa de infeccién

El hecho de que la epidemia simple siempre
se completa, permite obtener informacion
acerca de la tasa de infeccién haciendo caso
omiso de la dimensién total de 1a infeccion.
Una posibilidad es usar los tiempos en los
cuales aparece una nueva infeccion (si es-
tos son observables). Esto da un conjunto
de intervalos de tiempo entre infecciones
sucesivas que constituyen las observacio-
nes fundamentales.

Latabla 3 se construyé teniendo en cuenta
que en el tiempo inicial =0 hay a individuos
infectados y n susceptibles;® t, representa

enero-junio de 2002



Modelacion matematica de epidemias simples

0,03
0,05
0,025

0,04
0,02

0,03
0,015

0,01 0,02 |

),005 0,01

.

n = 5:; deterministica, estocastica
n = 10: deterministica, estocastica

20 40 60 80

n = 15: deterministica, astocastica
n = 20Q: deterministica, estocastica

Figura 2. Curvas normalizadas para los modelos deterministico y estocastico a=1y 3 = 0,01

Tabla 3. Relaciones entre intervalos de tiempo, infectados o susceptibles

Tiempo =TT, Y: nimero  X: mimero g:=XY t.g,
relof de infectados  de susceptibles
. ™0 a n a.n 0
T, —t=T-T, a+1 n-1 (a+1){n-1) t (a+1)(n-1)
T, F—4=T,-T, a+2 n-2 {a+2)(n-2) t@a+2)(n-2)

) () ) )

1 t,=T,- T, a+k-1 n-k+ (@+k-1)(n-k+1} ¢t (a+k-1){(n-k+1)

T, H—t=T-T, a+k n-k (a+k(n-k t{a+kin-80
..) — (..) ..} ..)
T, t=T-7T, a+n 0 0 0

el intervalo de tiempo entre las ocurrencias
de las infecciones (k- 1)-ava y la k-ava; don-
de 1<k<ny,t, es el tiempo que transcurre
entre los a infectados y la primera nueva in-
feccién, estoes a + 1.

Sin embargo, al usar las colas de la distribu-
cién chi-cuadrado, se obtienen los limites de
confianza para p. Se sabe que n-1 Zg, se dis-
tribuye como una varianza estimada con 2n

enero-iunio de 2002

grados de libertad basado en una muestra
normal; esto permite hacer la prueba de dife-
rencia entre los estimadores que se extraen
de dos grupos diferentes. Con més de dos
grupos se debe hacer la prueba de homoge-
neidad de varianza de Bartlett. La probabili-
dad de una hueva infeccion en Ates Ay =
BXY At. Entonces, en cualquier instante en
el intervalo de ocurrencias de las infeccio-
nes (k- t)-avay k- ava, hay a+ k- 1 infec-

Universidad de Antioguia
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tados vy n - k + 1 susceptibles; de manera
que la posibilidad de una nueva infeccién en
el tismpo dt, es § gkdt, , donde

g=(a+k—-1)(n—k+1) @)

Puesto que el nimero de infecciones en cada
intervalo ocurre como un proceso aleatorio
de Poisson con parametro B gk , el intervalo
de tiempo para el proximo evento tiene una
distribucién exponencial negativa dada por

B P o Pok y
dF=P g, exp [- Pg, tJat, .0t <o (9)

Por tanto 2p g, dt, tiene distribucin x2 con
2 grados de libertad y i}

2p ngt,‘
f=1

se distribuye como ¥2con 2n grados de liber-
tad. Se deduce que 1 <
S=— Z [+]2
L=

es un estimador suficiente, insesgado y de
minima varianza de 3 *! con varianza p 2n1.
A menos que n sea grande, la precision del
estimador de B -! a partir de una epidemia
simple sera mas bien reducida por ser 12
el coeficiente de variacién.

Si n es bastante pequeiio, como en el caso
de grupos familiares, se puede tener infor-
macién de varios de estos grupos. General-
mente, el nUmero inicial de infectados es
a =1y en ese caso, el estimador de maxima
verosimilitud y su varianza es

2

U
donde
N=2n, (10)

Universidad de Antioquia
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r; es el numero inicial de susceptibles en la
familia /1y &= Zgt, es la sumatoria de to-
dos los intervalos en las familias.

Con el programa del numeral 3 del anexo, se
pueden generar mediante simulacion los in-
tervalos de tiempo entre infecciones y con
ellos calcular el valor calculado de 3.

También se puede construir un intervalo de
confianza para f3, de la siguiente manera:

puestogue S ¢
;— Z Gk b
et

es un estimador de p~! con varianza B2

28 ¥ gl y tiene distribucion X2
k=1

-1 2
entonces, 2nP B e x,, Yy se pueden
buscar tos valores, tales que Prob

2 -1 2
X5, B B <X2n1_P_]=1 —a
L 2

y entonces se tiene que Prob

£ 3 B
B X L {[ X . |=1—a
2n 2n; 2n 2nt-3

y el intervalo de confianza es

B 11
x2 . ( ﬁ ( B X2 . ( )
2n 2n,E 2n 2nl- 2

Puesto que no siempre se cuenta con datos
reales y en este caso hacer experimentacion
serfa inhumano, costoso y riesgoso, se utili-
Zan las técnicas de simulacion que permiten
generar valores para las variables aleatorias
y obtener una muestra artificial a partir de la
cual se calcula la tasa de contacto f.

Una de las técnicas mas utilizadas es la de
Montecarlo, que consiste en: a) generacion
de nimeros seudoaleatorios y b) creacion de
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variables aleatorias (métodos: inversa de la
cdf; de log-trig. y el de aceptacién y rechazo).

Para generar valores de las variables
aleatorias existen varios métodos. Teniendo
en cuenta el método de la transformacion
inversa, se construyé el programa de simu-
lacion que se muestra en el numeral 4 del
anexo A manera de ilustracion de la aplica-
cién de este método se presenta el siguien-
te ejemplo.

Ejemplo

Parailustrar la teoria expuesta se considera
el siguiente caso real tomado de la pagina 8
del Informe Quinguenal Epidemioidgico Na-
cional (15 de enero de 1997):

En septiembre de 1996 se notificé la ocu-
rrencia de un brote de parctiditis en el area
rural del municipio de Matanza, en el depar-
tamento de Santander. Un equipo de salud
sé desplazd a la zona afectada con el fin de
realizar la investigacion epidemiologica co-
rrespondiente. Se definié como caso de
parotiditis a cualquier individuo que hubiera
presentado fiebre, edema y dolor en las glan-
dulas salivales entre el 14 de julio y el 5 de
octubre de 1996, Se aplicd una encuesta a
122 personas, de las cuales 19 habfan sido
vacunadas contra la enfermedad (sin infor-
macidn sobre si habrian sido vacunadas con-
tra otras enfermedades) y 49 presentaron
parotiditis. Ninguno de los casos necesitd
hospitalizacién.

Considerando la parotiditis como una epiderria
simple se disend un modelo deterministico sim-
ple para evaluar la epidemia. De los datos su-
ministrados se deduce que el nimero inicial
de susceptibles era 122 - 19 = 103 perso-
nas, y en 84 dlas se habia infectado 49 per-
sonas. Al suponer que el dia 14 habia un
solo infectado, se podia calcular la tasa de
contacto, fomando un intervalo constante de
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tiempo entre cada infeccién t, = 84/48 =
1,75 dias por persona, es decir, que aproxi-
madamente cada dos dias se habia infec-
tado una persona. Con este dato se hallé el
valor muestral de la tasa de contacto (o tasa
de infeccion) mediante - N,
P=%

donde N = 102, que era el nimero inicial de
susceptibles y se consideraba un solo grupo.

Para S, k variaba de 1 hasta 48, que era el
total que se infectaba en los 83 dias.

Betalnicial =0,000686

t ﬁ_81 k+an—k
Este valor Betalnicial sirve para calcular la
tasa de contacto, ya sea por medio de simu-
lacién o construyendo un intervalo de con-
fianza, asi:

s Elvalorde ) se obtuvo mediante el progra-
ma 3 y uno de los resultados fue 0,000619
con desviacién estandar 0,0000588.

» Elintervalo de confianza para B , con ni-
vel de confiabilidad del 99%, resulto:

%(l(—z.w +\/4n—1)2J(

2
Bl1._ 0’
B<2n(2( 2.58 +,[4n—1)

0,000498 < 3 < 0,000833

Se probd lavalidez del parametro 5 = 0,000619.
El resultado no fue satisfactorio puesto gue el
dia 84 muestra un total de 69 infeetados,
20 mas que en ia realidad; por lo tanto, este
valor de p sobreestima la realidad, es decir
que ia tasa de contacto es menor que
0,000619.

Considerando este resultado, se probé para
diferentes valores de p iniciando con el ex-
tremo inferior del intervalo mas la desviacion
estandar, es decir, 0,000498 + 0,0000588 =
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0,0005568. En razdn de las limitaciones de
espacio, solamente se muestran los resulta-
dos del modelo deterministico v las fechas
simuladas de infeccién para 8 = 0,00053.

Parametros para el modelo deterministico:

Parametros [n=102, a=1, B=0,00053, incr=7,
tipoindiv = persona, unidtiempo = dia ).

Resultados

La epidemia dura en promedio 173 dias (6 me-
ses), la velocidad méaxima de contacto es de
1,4 personas por dia a los 84,7 dlas, o sea
en la duodécima semana. En ese instante,
el numero de susceptibles y de infectados
es 51,5 personas. Si se recuerda que hasta
¢l dia 84 habia 49 infectados, se puede de-
cir que este modelo con esta tasa promedio
de contacto entre susceptibles s infectados
por dia de 0,00053 responde satisfactoria-
mente al modelo deterministico simple. El
tiempo promedic de ocurrencia de una nue-
va infeccién es de 1,6 infectados por dia (fi-
gura 3 y tabla 4}.

La tabla 5 muestra un resultado de la simu-
lacion de la epidemia con el programa 4.

Esos resultados, junto con los datos conse-
guidos en la encuesta, sirven de respaldo en

Velocidad
14}
1.2¢

1k
0.8}
0.6}
0.4F

0.2
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la toma de decisiones con respecto a la sa-
lud piblica, por ejemplo con respecto a las
campahas de vacunacion.

Conclusion

La modelacién matematica, mas especifi-
camente la modelacion estadistica de epide-
mias, enriquece el conocimiento epidemiolégico
y s de gran ayuda en la promocion efectiva
de acciones de salud pubiica.

El analisis de patrones epidémicos observa-
dos, que tengan en cuenta modelos matema-
ticos especificos previamente determinados,
permite calcular numsricamente parametros
de gran importancia médica en el campo de
{a prevencion de epidemias infecciosas.

Los avances de la computacién en las Qlti-
rmas décadas, especialmente en lo relacio-
nado con el calculo simbdlico, permiten
elaborar pequefios programas para el anaii-
sis tedrico de los modelos asociados con epi-
demias, que pueden ser utilizados por
epidemidlogos con fines practicos.
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Tabla 4. Nimero de susceptibles e infectados, velocidad de infeccidn y proporcion de susceptibles

para cada semana
Dia numero Numero Numero Velocidad Proporcion
de susceptibles de infectados de infeccion de susceptibles
v 2,0 1,0 0,05 0,99
7 1015 15 0,08 0,89
14 100,9 2,1 0,11 0,98
21 99,8 3.1 0,16 0,97
28 23,5 45 0,23 0,96
35 96,6 6.4 0,33 0,94
42 93,9 9,1 0,45 0,91
49 90,2 12,8 0,61 0,88
56 85,2 17.8 0,80 0,83
63 78,9 24,1 1,01 0,77
70 71.2 31,9 1,20 0,68
77 62,2 40,8 1,35 0,60
84 52,5 50,5 1,41 0,51
91 42,8 60,2 1,37 0,42
98 33,6 69,4 1,24 0,33
105 25,6 774 1.05 0,25
112 18,0 84,0 0,84 0,18
119 13,7 89,3 0,65 0,13
126 9.8 93,2 048 0,10
133 6,9 96,1 0,35 0,07
140 4.8 98,2 0,25 0,05
147 3 99,7 0,18 0,03
154 2.3 100,7 0,12 0,02
161 16 1014 0,08 0,02
168 1,1 101,9 0,06 0.01

Tabla 5. Fechas simuladas para el ejemplo; =102, a=1, $=0.0053, k=1

Mes Dia Frec. Mes Dia Frec.
8 8 2 10 3 1
8 9 1 10 4 1
8 1 2 10 5 1
8 20 1 10 6 2
8 23 1 10 7 3
8 24 1 10 8 2
8 26 1 10 9 1
8 27 1 10 10 1
8 38 1 10 12 1
8 29 1 10 13 3
8 30 1 10 14 2
8 31 1 10 15 2
9 1 1 10 16 2
9 2 1 10 17 3
9 12 1 10 19 1
9 13 1 10 21 2
9 16 2 10 23 1
9 17 2 10 28 2
9 19 1 10 31 2

10 21 1 1 1 7

10 30 1 1 2 1

10 1 3 11 3 1

10 2 1 11 4 1
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Anexo
1. Programa para el modelo deterministico

BeginPackage [ "EpidemiaSimpleDeterministica*"]

Grafica::usage = *Grafica muestra la curva epidémica y resultados
generales.”

TablaPromedios::usage = ‘*TablaPromedios::usage muestra en forma de
tabla el nimero de infectados, de susceptibles, la velocidad de contagio
¥ la proporcién de susceptibles para tiempos espaciados en una. cantidad
dada por el pardmetro incr."

Suscep: :usage = "Suscep calcula el nimero de susceptibles en un
tiempo especifico t

Infect::usage = ‘'Infect calcula el nimerc de infectados en un tiempo
especifico t£."

Curva::usage = "Curva calcula la rapidez de infeccidn en un tiempo
especifico t."

PropoSusceptibles ::usage = “PropoSusceptibles calcula la proporcién
de susceptibles en un tiempo especifico t."

TiemMax: :usage = "TiemMax calcula el tiempo en el cual la velocidad de
infeccidn es mixima.*

VelocMax ::usage = '"VelocMax calcula el valor de la velocidad méaxima. "

MaxMumSuscInf ::usage = ‘“*MaxMumSuscInf calcula el mimero de susceptibles
e infectados cuando la curva alcanza el mAximo.°®

TpromNuevInf: :usage = "TpromNMuevInf calcula el tiempo promedio de una
nueva infeccién."

DurEpid::usage = *DurEpid calcula la duracidén de la epidemia

n {n+a)

Suscep.zm

Infect=——2Rta)

a+ ne fHaee

MaxNUmSusceInf:=N[in + a) / 24)
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[n]

2Log| — |

T PromNuevInf =N|— L34
n@+np

PropoSusceptibles:=Suscep/(n+ a)

2n+1) )Log[gj'

DurEpid:=N
P n@+np

r

Grafica = Modulel{}

Curva=-D ['Su scep,t] ;

Curva Estand=cu—ﬁva;

GrafCurva = Plot[Curva, {t, 0, DurEpid}, AxesLabe—{t
velocidad}, PlotStyle RGBColor [1,0,0]1;

LogP—
a

TiemMax=
Bm+a)

VeloMax = Curva/.t TiemMax;

TablaPromedios: = Module[{}

Encabezado = List[Tiempo, susceptibles, infectados, rapid. Infeccién,
Propor. Susceptibles];

Tiem = Tablel[t,{t,0, DurEpid+l,incr}}:

TablaSuscep Table[Suscep, {t,0, DurBpid+l,incr}};

]

TablaInfect Table[Infect, {t,0, DurEpid+l,incr}]:

TablaVelInfeccion = Table[Curva/n, {t,0, DurEpid+l,incr}];
TablaProporSuscep = Table[PropoSusceptibles, {t, 0, DurEpid +1, incr}];

Tablal = Transpose[List{Tiem, TablaSuscep, TablaInfect,
TablaVelInfeccion, TablaProporSuscep]];

Tabla2 = Prepend{Tablal, Encabezadol;

TablaResultados = NumberForm[N[TableForm{Tabla2, RowSpacings -51.1
TableSpacing — {0, 0.01}]},{6,2}]1;

Print[TablaResultados];
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EndPackage

2. Programa para el modelo estocdstico

BeginPackage[ *ModeloEstocastico
EpidemiaSimple” *, *Calculus
‘LaplaceTransform™ *]

ProbabSusceptibles: :usage = "ProbabSusceptibles calcula la probabilidad
de tener r susceptibles en el instante ¢.*

NumMedioSusceptibles::usage = "NumMedioSusceptibles calcula el promedio
de susceptibles en cualquier instante t."

NumMediocInfectados: :usage = ' NumMedioInfectados calcula el promedio
de infectados en cualquier instante t.-°

TiemPromNuevalnfec: :usage = " TiemPromNuevalInfec calcula el tiempo
promedic en el cual aparece una nueva infeccién.*

burPromEpid::usage = * DurPromEpid calcula el tiempo promedio de
duracién de la epidemia,.* :

DesvEstandDurPromEpid: :usage = " DesvEstandDurPromEpid calcula la
desviacidén estandar de la duracién promedio.*

CurvaEpidemica::usage = * CurvaBpidemica calcula el valor de la rapidez
de infeccidén en un tiempo t."

CurvaFEpidemicaNor: :usage = * CurvaEpidemicaNor calcula el valor estdndar
de la curva epidémica. "

ValorMaxCur::usage = " ValorMaxCur calcula el valor maximoc de la curva
epidémica."
Curva::usage = "Curva muestra la gréfica de la curva epidémica.*

Tiemax::usage = " Tiemax es el tiempo en el cual la curva alcanza el
miximo valor."'

TieExt::usage = " TieExt calcula el tiempo en que posiblemente la
epidemia termina."

Grafica::usage = * Grafica muestra el grdfico de la curva epidémica vy
algunos resultados generales."

TablaProbabilidadSusceptibles::usage = " TablaProbabilidadSusceptibles
construye la tabla (en porcentaje) de probabilidades de tener r individuos
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susceptibles en diferentes unidades de tiempo, desde el comienzo hasta
la extincidén de la epidemia en incrementos dados por el pardmetro
incr, "

TablaPromedios::usage = " muestra los: promedios de susceptibles e
infectados, su desviacién estdndar y el promedio de rapidez de infeccién
para diferentes unidades de tiempo, desde el comienzo hasta la extineciédn
de la epidemia en incrementos dados por el pardmetro incr.*®

ProbabSusceptibles :=

r
nh—-r+a-1!
N InverselaplaceTransfor|—————
rl'@-1!

1 -
ol s+ - @) st |/t oBed
j-c

NumMediosusc.= Expand | FullSimplify Fr *FullSimplify

nl{n—r)! s -y 2
InverselLaplaceTransform | Il s+ jn— j+1) V.= Bt

L.

NumMedioIn fectados = n+ a— NumMediosusc

n
Mmoment2:= Expand FullSimplify 3, ? *FullSimplfy

Fr
nll—n !t ; ,
InverselaplaceTransform —a IT s+ jta— 3+ V', sBe
. j=r

178

DeEgtSusInf :=-JMoment2 — NumMedioSusc® -

DurPromEpid:=N { ﬁ Z‘u’f. 4

DEstDurPromEpid

1 4 & 2 & .,
N|— |— u. koo u ,4
p \/ n+ a>3§ (n+a)’ ;
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TablaprobabilidadSusceptibles: = Module

Tabla ProbabSusceptibles= Table -p obabSusceptibles, {r,O ,n} ;

tk ,
{ ot 3 e

TablaProbPropsusPorcent = N[100 TablaProbabSusceptibles, 2]
Vectorp = Table["p"[rx].,{xr,0,n}];

Encabezadol = PrependTo[Vectorp, Tiempos)

VectTiempo=Tablc u J.ncrl'
s St anerl |

Tabampl = Prepend[TablaProbProsusPorcent,
VectorTiempe] ;

TablaResulProbSusc = N[TableForm( {Encabezadol,
Tabampl}], 4}1; '

Print['Tabla de probabilidades p(r] de tener r susceptibles en dlferentes
tiempos, para n = “,n, "a =", a, "B = *,pl;

Print[TablaResulProbsSusci]

TablaPromedios: = Module[{},TaProSus: =
N[Transpose[TablaProbabSusceptibles]), 4];

VectorRS = Tablelr, {r,0,n}];
180 CuadradoVectorRS = VectorRS VectorRS;
Aes = Tablela, {Length[VectTiempo)
Enes = Tableln, {Length{VectTiempol}}l;
TablaPromedioSusceptibles = TaProSus.VectorRS;
SegundoMomento = TaProSus.CuadradcoVectorRS;
CuadradoMedia = TablaPromedioSusceptibles TablaPromedioSusceptibles

TablaPromedioInfectados = Enes+les-TablaPromedioSusceptibles;
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DesvEstandarSuscEInfect=

J SegundoMomento — cuadradoMedia

-

kg . . = - 2 - -
NuMeSus=Expand|FullSimplify Z r"FullSimplify|InverseLaplaceTransform

=0

Min-r)!

rl

H(S"' j(n_ j"'l) )-lrSrBI

curvas=— D [NuMeSus, t]
. ) |
RapidInf=Table t, ly——— ), u ,inci J

Tabimp2 = N([Transpose[List[Vecttiempo, TablaPromedioSusceptibles,
TablaPromedioInfectados, DesvEstandarSuscEInfect, Rapidinfl], 3):

Encabezado2 = {Tiempos, susceptibles, infectados, Desv. Estandar,
Rapad. infeccién};

TablaResul2 = TableForm[prepend([TabAmp2, Encabezado2]]:

Print

“Tabla dePromedios de susceptibles ¢ infectados; desviacién estédndar y
velocidad promedio de *];

Print[*infeccidn para diferentes tiempos desde 1 unidtiempo,
hasta ",

4 S
Integerpari| — E ut
B (n+a) u=1l

, unidtiempo, *'s espaciados entre si incre, unidtiempo,
"s."];
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Print [TablaResul2]

EndPackagel[]

3. Programa para calcular la tasa
de contacto 3

BeginPackage["EstimacionBeta

Tiempos: = Por[ i = 1,i<k<k =1, i ++,

Unif = Table[Random[ ,{n}];

Exponenc{j_. -Log[l-Unif([[]j]) /{(a+j-1)(n-j+1
Resul = Table{Suml[exponenc(r],{r,1,3}].{j,1,n}
ReturnfTable(exponenclil, {j,1,n}];

1

EstimacionBeta: = Modulel[{},

M: = Lengthl[Tiempos]:

Gk: = Table[(a+j-1)(n-j+1), {j.1,n}l;

TabTiem: = Table(Tiempos,{k}}:
TransTablaTiempos = Transpose[TabTiem];
Encabezado = Table[*K*(i]), {i,1,k}]};

TablaTiempos = TableForm[Prepend[Transpose[TabTiem]
Encabezade]);

S: = Tiempos. gk;
182 BetaEstimada = N[M/S,3];
DesvEstandarBetaEstimada: = N[BetaEstimada/sSqgrt([n],3]:

Print["La tasa estimada de contacto es *, BetaBEstimada, " con desviacidn
estindar estimada *, DesvEstandarBetaEstimada, "."]

EndPackagel]
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4. Programa para simular epidemias simples
BeginPackage[ "GeneracidnEpidemiasSimples

Simulacién::usage = *Simulacién entrega los resultados de las simulaciones
de los diferentes grupos de igual tamafio, en forma de listas cuyos
elementos son Afio, Mes, Dia.®

Simulacién: = Por[i = 1,i<k<k =1, i ++,

ndiv2 = Quotient([n, 2];

U = Table[Random{ .{ndiv2}];

SumUnif = Table[Sum(ulir ,{r,1l,n}],{s,1,ndiv2}]:

Exponenc([j_}: = -Log(l-unifl(j] (a+j-1} (n-j+1

SumExp = Table{SumUnif[{ndiv2]]+Sum{exponenc(r],{r,1l,c}l}.{c,1,n}];
Resul = Join[SumUnif, SumExp];

IntResul = Round[Resul]

conv = 86400*IntResul + 3124051200

fecha = Table[Take[ToDate(conv[[m] ,3],{m,1,n+ndiv2}];

For[h = 1, h< = Lengthifechal] h ++, fechal[h} fecha[(h]l ;
Put [Afio, Mes, Dia, fecha, "EpidetG'<> ToString[i]<> ".txt *;

Print[Fechal;

Print[ "Tiempos simulados para*, k," grupos donden = *,n," a= , a,"

B= ", ﬂ' "1:

EndPackage [ 183

enero-junio de 2002 Universidad de Antioquia



	12020114c.pdf
	Revista de la Facultad Nacional de Salud Pública
	
	ISSN : 0120 – 386X


	2002
	Modelación matemática de epidemias simples
	Revista de la Facultad Nacional de Salud Pública�
	
	
	
	Universidad de Antoquia




	Pág. 161-183


