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Resumen

Este articulo presenta una solucion simplificada de las expresiones
relacionadas con la radiacion de una antena cilindrica de alambre recto
utilizando el método de los momentos con el asi llamado kernel reducido o
aproximado.
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Abstract

This paper presents simplified expressions regarding the radiation problem of
a cylindrical straight antenna using the method of moments with the so-called
reduced kernel or approximate.
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Introduccion

El problema de radiacion de una antena cilindrica
ha sido extensivamente trabajado en la literatura
[1], debido a que es la base del modelado de
antenas mas complejas, es el cimiento de algunos
algoritmos de computacion electromagnética
mas elaborados, y finalmente, ya que se tiene
documentado algunos resultados teodricos y
numéricos para una posible comparacion y
evaluacion. La ecuacion utilizada para encontrar
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las densidades de corriente impresa de una antena
cilindrica localizada en el eje z, es conocida en
la literatura como la ecuacién de Pocklington
[2] enunciada en (1), siendo L la longitud y a
el radio del cilindro. En el caso de la utilizacion
del asi llamado kernel reducido o aproximado, la
funcién G(R) es la enunciada en (2) y se deduce
al argumentar que para ka <0,] no existen
variaciones acimutales de la densidad de corriente
en la superficie del mismo [1].

' 1 2=L/2 32
E(z)=——F 12" —5+ k* |G(R)dz'
—j2rfe .7, oz
= (1
exp(— jkR) En [3] se demuestra que la expresion (1)
G(R)= AR @) puede ser evaluada por medio de la ecuacion
(6). El integrando de esta funcion muestra un
R=y(z=2) +a’ 3) comportamiento casi singular cuando el radio a
es arbitrariamente pequeiio, haciendo ineficiente
c=Af 4 su evaluacion numérica al utilizar el método de
) los momentos (MoM) [4].
k=2rl" (5)
A 1 2=L/2
E2)=—— [1GRR ((1+ jkR)2R? = 3a* )+ KaR* Jdz ©)
-J =L/2
Me¢étodos para solucionar la ecuacion (1) evaluables con las técnicas de integracion

eficientemente con el MoM han sido presentados
previamente en la literatura. En [5-13] se
utilizan técnicas de extraccion de la singularidad
para una evaluacion analitica, en [14-19] se
evita la singularidad al utilizar series infinitas
convergentes y en [3,20-25] se utilizan técnicas
de transformacion de variables o integracion
por partes, con el objeto de obtener una funcioén
facilmente integrable por métodos numéricos.

En la presenta investigacion se desarrolla una
nueva solucion de la ecuacion (1)-(2) aplicable
con el MoM procedimiento point-matching, el
cual es eficiente en términos de computacion ya
que los resultados obtenidos tienen forma cerrada
o las expresiones resultantes son facilmente

numérica modernas para un radio del alambre
arbitrariamente pequefio y diferente de cero.

Metodologia

Ecuacién de Pocklington Normalizada

Sealas variables normalizadasn, n’, a v definidas
a través de las relaciones z = An, z/ = An’y
a = \a,, €l diferencial 0z = Aon y el diferencial
de la integral dz'= Adn'. La ecuacion (1) puede
ser transformada en (7), donde la funcion
normalizada G,(-) no depende de la longitud
de la onda y se encuentra definida por medio

de (8).
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1 n'=Ly /2
AE (An)=——— j I1(An")
—J€2 n'=—Ly /2

2
exp —j27raN‘/[na_n J +1
N
' 2
4ma, (”‘”J +1
ay

Si se considera que /(z’) aplicando el MoM se
expresa por medio de la combinacion lineal de
las r-ésimas funciones base de la forma f, (kz'),
entonces con el cambio de variable propuesto,
ahora esas funciones se pueden expresarse de la
forma f(2nn’), y por tal, son independientes de
la longitud de la onda. Entonces, y sin pérdida
de generalidad, se expresara la densidad de
corriente en su forma normalizada por medio de
I,(n’). Adicionalmente, de acuerdo al principio
de similitud, el desempefio de una antena ideal
en el dieléctrico libre es el mismo para antenas
cuyas dimensiones normalizadas se mantienen.
Considerando que la expresion del lado derecho

®)

G,(n,n',a,)=

2
(% +4r’ } Gy (n,n',a,)dn'
" ()

de la igualdad de (7) no depende de la longitud
de la onda, entonces cualquier modelo de fuente
impresa E'(An) debera cumplir la propiedad
E!(An) = A'E! (n) conel objeto que la ecuacion
de Pocklington describa una antena que cumpla
la propiedad de escalabilidad espacial.

Para efectos del desarrollo aqui planteado, se
supondra en general que la fuente impresa puede
depender también del radio del alambre, y por
tal, dicha funcion se puede expresar en general
de la forma E!(n,a, ). Por Gltimo, se utilizara
la sustitucion £ =(n—n')a, y se considerara
para la solucion de la ecuacion el MoM
procedimiento point-matching [4], en el cual se
escogeran 7 = n, puntos fijos de observacion en
el alambre, y por tal, (7) se puede transformar

en (9)y (10).

Las funciones K ,(&,d ), K, (&,d,)€ R son
calculables de forma explicita por medio de (11)
y (12).

'f:n,-+LN/2
L i 1 N
aNlEn(ni’aN) =i J.[N(ni _aNé:)K(faaN)dé: ©)
— j€2me Ly 2
2
K(, ay)= (al—vz 6;;2 +4r7’ )GN(f’ ay)= Kre(é’ ay)+ jK,, &, ay) (10)

a

K Eap=ar] € TINE

47(&E +1)
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Se define la funcion P(&,a,) por medio de
(13). Dicha expresion no tiene el comportamiento
casi singular para valores de a, arbitrariamente
pequefio y diferente de cero.

sin(2ﬂdN &2 +1)+ _a'Ng(fz2 _1

sin(sz\/ﬁ)
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()z's)cos(szamlf2 +1)

( + ) (12)

La expresion total avaluar con el MoM
procedimiento Point-Matching es (14).

P(f, ay)= Re(é:’ ay)+jpb, (é:a ay)= a;VKre(f’ ay)+ ja]3VKim (é:’ ay) (13)

13
azszylz (n,ay)=——7—
13

ay

La forma de la ecuacion (14) para problemas
de radiacion de una antena cilindrica no ha
sido documentada previamente en la literatura,
seguramente debido a que los limites de la integral
tienden a ser grandes para un radio normalizado
del alambre arbitrariamente pequefio y diferente
de cero, complicando su evaluaciéon numérica.
Sin embargo, ésta representacion tiene algunas
ventajas de evaluacion analitica que seran
aprovechadas en esta investigacion.

——

per 1

_m+Ly/2

1 ¢!
e n.Z'.LI]/vz(ni —ay§)P(§,a,)dS (14)

Método de solucion

Un método de solucion para la ecuacion (14) se
plantea a continuacion, a través de las siguientes
aproximaciones de la funcion P(&,d,).

a) Aproximacion 1.

Para 0 < a, <0,01,A,V|£[<0,la,' se expande
las funciones trigonométricas en (11) y (12) por
medio de sus series de MacLaurin tradicionales,
obteniendo (15) y (16)

, 72 +1

P.(S,ay)=

16
Pim(é:adzv) z[EﬂAaN R ay

Uno delosaspectos criticos del presente trabajo, es
que las expresiones de (15) y (16) sean integrables
en (14) con resultados analiticos, con el fin de
facilitar la integracion para radios del alambre
arbitrariamente pequeiio y diferente de cero.
Las integrales relacionadas tienen precisamente

4r(E> +1)"

s 16 o, 4n

N /2 1
e ) >

3 8 45 16 ¢ 7 )m
aN)+(Eﬂ' ay Eﬂ' ay (16)

una forma analitica para funciones base de tipo
rectangular paso y rectangular triangulo, las
cuales son ampliamente utilizadas en una gran
variedad de codigos electromagnéticos para
solucionar el problema de radiacion y scattering
de antenas cilindricas.
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b) Aproximacion 2.
Para 0 <aq, < 0,01,A,V|§| > O,lal‘\,' es posible

aproximar /& +1 =

(17)y (13).

y de este forma se obtiene

Las funciones (17) y (18) son sencillas de evaluar
por métodos numéricos en (14) ya que con el cambio

de variable u = £ay la integral (14) se simplifica.
Especificamente para el caso de funciones en el
subdominio es facilmente evaluable, ya que una
sumatoria truncada de bajos coeficientes basado en
la serie de Taylor de las funciones trigonométrica en
(17)y (18) alrededor del punto medio de integracion,
permiten obtener un resultado simplificado y
analitico de la expresion (14).

P, (¢,d, )~ a {2 | §|cos 27mN§)+sm(27£|aN§|)} (17)

P { |Nﬂsm(zz|aNf|>+cos<sz5>} a0

Resultados y discusién

Error numérico

En la figura 1 y la figura 2 se evaliian las
diferencias absolutas entre las funciones (11)-
(12) y las funciones (15) (16) para el intervalo
10a; < é‘f <107y = 0 y para diferentes
valores de a,

De la misma forma, en la figura 3 y la figura 4 se
evalua la diferencia absoluta entre las funciones
(11)-(12) y las funciones (17)-(18) para el
intervalo 107'a;' <£<10%a;), ni=0 y para
diferentes valores de a_.

——a,= 107

——a,=10°

—a,=10"

(@ ay)

M o, = 10™

——a,=10"

aprox

P (C a)-P,

C*aN 107 10"

Figura 1 Error absoluto de |a parte real de la primeria
aproximacion
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Figura 2 Error absoluto de la parte imaginaria de la
primera aproximacion
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Figura 3 Error absoluto de la parte real de la
segunda aproximacion
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Figura 4 Error absoluto de la parte imaginaria de la
segunda aproximacion

Del analisis de las graficas se concluye que las
aproximaciones planteadas muestran una buena
convergencia. Especificamente, un analisis
exhaustivo de las aproximaciones (15)-(16) y
detalladas en las figuras 1 y 2 para diferentes
valores del radio del alambre, muestra que el
error absoluto de la integral (14), atn incluyendo
la casi singularidad de la expresion, tiene un
comportamiento  0(ag) para 0<a, <0,01
, lo cual garantiza un error convergente a una

678,914 — 89,98° 292,35489,96°
Z=10%| 33,01489,72°
9,76489,08°
4,27487,93°

33,01489,72°
9,764.89,08°

Los resultados de este mismo problema ha sido
documentado por [26], obteniendo un error
relativo absoluto del 0,45% y 0,039% para el
modulo y el angulo del determinante de la matriz
Z., un error relativo absoluto en el peor casos del
0,79% y 0,021%, para el mddulo y el angulo
de los coeficientes que la componen y un error
relativo absoluto maximo de 0,14% y 0,031%
para el modulo y la fase de los coeficientes de la
densidad de corriente estimada. Un error relativo
tan pequefio como se desee se puede encontrar
al utilizar mayores coeficientes en la serie de
MacLaurin en las aproximaciones desarrolladas
en esta investigacion, a costa de sacrificar en

33,01489,72°
292,35489,96° 678,914 — 89,98° 292,35489,96°
292,35489,96° 678,914 — 89,98° 292,35489,96°
292,35489,96° 678,914 —89,98° 292,35489,96°
33,01489,72°

constante en la ecuacion de Pocklington para
un radio del alambre arbitrariamente pequefio
y diferente de cero. Como es de esperarse, el
error en las aproximaciones (17)-(18) bajo la
segunda aproximacion y confirmadas en Ia
figura 3 y la figura 4, muestran un error cada
vez mas pequeiio a medida que se incrementa
la variable independiente, dada la naturaleza de

la aproximacion /&% +1 z|§| En general y
como se detalla en las figuras, la aproximacion
planteada para la parte imaginaria tienen un
menor error que la parte real.

Comparacion numeérica de los resultados
con el MoM

La matriz de impedancias Z = [Z,,,], que
permite encontrar la densidad de corriente impresa
desconocida utilizando el MoM procedimiento
point-matching con funciones base de tipo
rectangular ha sido encontrado en (19) utilizando
los resultados de esta investigacion, para una
antena eléctricamente pequefia de dimensiones
L,=0,1,a,=0.005y una cantidad de 5 puntos
fijos de observacion.

9,764.89,08°
33,01489,72°

4,27487,93°
9,76489,08°
33,01489,72° (19)

292,35489,96° 678,914 — 89,98°

el analisis y deducciones de las expresiones
analiticas resultantes.

Expresiénanaliticaparalaautoimpedancia

Uno de los mayores retos de la evaluacion
numérica de (14) con MoM, precisamente es
la cuantificacion de la diagonal de z, o los asi
llamados coeficientes de autoimpedancias z_ ,
ya que esta diagonal para funciones base en
el subdominio contiene expresamente la casi
singularidad de la expresion para radios de
alambre arbitrariamente pequefio y diferente
de cero. Como ejemplo de aplicacion de los
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resultados encontrados en esta investigacion, se
presentara el analisis del caso de la funcion base
de tipo rectangular paso, la cual es definida por
medio de (20).

fr(n)) =

1 vn €[-05Ly —A+ 1A —0,5Ly + 4] (20)
0 vn' &[—05Ly —A+71A—0,5Ly +7A]

Donde r = 1,2, ..., M, A=L,/, vy M la cantidad
de segmentos de muestra utilizando el MoM
procedimiento  point-matching considerando
un muestreo uniforme en el alambre definido
por n; = —0,5Ly + rA — 0,5A. El resultado
de la autoimpendacia para este caso particular
asumiendo un A< 0,1 se presenta en (21).

8AT> <8A1r3 2A3n5> 5

105 " " \"15 "~ 315
c& " Zmm = A3 27A
-(F-5)

(1) 1
_j —70(A% +4ag) ™ + 0,5A(A% + 4af) ™"

+1In(ay) — In(0,5A + 0,5(A% + 4a%)°)

Los resultados encontrados evidencian facilmente
el tipo de la casi singularidades que contiene la
autoimpedancia para los diferentes valores de la
segmentacion y el radio del alambre, atun para los
casos arbitrariamente pequefios y diferentes de
cero. A diferencia del método planteado por [10],
los resultados encontrados en esta investigacion
permiten calcular de forma simple los valores de
la autoimpedancia para el caso de una funcion
base de tipo rectangular tridngulo.

Conclusiones

En la presente investigacion se han encontrado
unas nuevas expresiones analiticas aproximada
para solucionar el problema de radiacion de una
antena cilindrica recta delgada utilizando el asi
llamada kernel reducido o aproximado con el
método de los momentos procedimiento point-
matching.
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Los resultados encontrados tienen gran
aplicacion, ya que la matriz de autoimpedancias
tiene una forma analitica para las funciones base
en el subdominio de tipo rectangular paso y
rectangular triangulo, las cuales son ampliamente
utilizadas en este tipo de problemas.

El método desarrollado fue comprobado con la
funcion base rectangular paso, encontrando el
valor analitico de la autoimpedancia, y de esta
forma facilitando la evaluacion numérica de
las expresiones, atin para el caso de un radio de
la antena arbitrariamente pequefio y diferente
de cero. Los resultados de error absoluto
encontrados utilizando método de los momentos
procedimiento point-matching bajo un escenario
conocido fueron en general menores al 0,8%,
haciendo el resultado atractivo para su aplicacion
en problemas de radiacion y scattering de antenas
rectas delgadas.

El resultado encontrado de la autoimpedancia
permite simplificar los céalculos numéricos de
los algoritmos previamente desarrollados en un
codigo electromagnético particular, sin modificar
de forma importante sus algoritmos, posibilitando
la disminucién del tiempo de computacion a
costa de una baja inversion en el desarrollo o la
reingenieria.

Finalmente, el método presentado es factible
generalizarlo para solucionar el problema de
radiacion de una antena de alambre de forma
arbitraria o una estructura electromagnética mas
compleja que utilice la ecuacion de Pocklington
con el asi llamado kernel reducido o aproximado.
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