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Resumen

Este artículo presenta una solución simplificada de las expresiones 
relacionadas con la radiación de una antena cilíndrica de alambre recto 
utilizando el método de los momentos con el así llamado kernel reducido o 
aproximado. 
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Abstract

This paper presents simplified expressions regarding the radiation problem of 
a cylindrical straight antenna using the method of moments with the so-called 
reduced kernel or approximate. 

----- Keywords: Method of Moments, Pocklington equation, reduced 
kernel

*	 Autor de correspondencia: teléfono: + 57 + 1 + 320 83 20 ext. 5368, fax: + 57 + 1 + 338 45 25, correo electrónico: paez.carlos@javeriana.
edu.co. (C. Rueda)



123 

Una evaluación simplificada del kernel reducido para solucionar el problema de radiación...

Introducción
El problema de radiación de una antena cilíndrica 
ha sido extensivamente trabajado en la literatura 
[1], debido a que es la base del modelado de 
antenas más complejas, es el cimiento de algunos 
algoritmos de computación electromagnética 
más elaborados, y finalmente, ya que se tiene 
documentado algunos resultados teóricos y 
numéricos para una posible comparación y 
evaluación. La ecuación utilizada para encontrar 

las densidades de corriente impresa de una antena 
cilíndrica localizada en el eje z, es conocida en 
la literatura como la ecuación de Pocklington 
[2] enunciada en (1), siendo L la longitud y a 
el radio del cilindro. En el caso de la utilización 
del así llamado kernel reducido o aproximado, la 
función G(R) es la enunciada en (2) y se deduce 
al argumentar que para  no existen 
variaciones acimutales de la densidad de corriente 
en la superficie del mismo [1]. 
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En [3] se demuestra que la expresión (1) 
puede ser evaluada por medio de la ecuación 
(6). El integrando de esta función muestra un 
comportamiento casi singular cuando el radio a 
es arbitrariamente pequeño, haciendo ineficiente 
su evaluación numérica al utilizar el método de 	
los momentos (MoM) [4].

	 	 (6)

Métodos para solucionar la ecuación (1) 
eficientemente con el MoM han sido presentados 
previamente en la literatura. En [5-13] se 
utilizan técnicas de extracción de la singularidad 
para una evaluación analítica, en [14-19] se 
evita la singularidad al utilizar series infinitas 
convergentes y en [3,20-25] se utilizan técnicas 
de transformación de variables o integración 
por partes, con el objeto de obtener una función 
fácilmente integrable por métodos numéricos.

En la presenta investigación se desarrolla una 
nueva solución de la ecuación (1)-(2) aplicable 
con el MoM procedimiento point-matching, el 
cual es eficiente en términos de computación ya 
que los resultados obtenidos tienen forma cerrada 
o las expresiones resultantes son fácilmente 

evaluables con las técnicas de integración 
numérica modernas para un radio del alambre 
arbitrariamente pequeño y diferente de cero. 

Metodología

Ecuación de Pocklington Normalizada

Sea las variables normalizadas n, n׳, aN definidas 
a través de las relaciones z = λn, z׳ = λn׳ y 
a = λaN, el diferencial ∂z = λ∂n y el diferencial 
de la integral . La ecuación (1) puede 
ser transformada en (7), donde la función 
normalizada GN(.) no depende de la longitud 
de la onda y se encuentra definida por medio 
de (8).
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Si se considera que I(z׳) aplicando el MoM se 
expresa por medio de la combinación lineal de 
las r-ésimas funciones base de la forma  
entonces con el cambio de variable propuesto, 
ahora esas funciones se pueden expresarse de la 
forma fr(2pn׳), y por tal, son independientes de 
la longitud de la onda. Entonces, y sin pérdida 
de generalidad, se expresará la densidad de 
corriente en su forma normalizada por medio de 
IN(n׳). Adicionalmente, de acuerdo al principio 
de similitud, el desempeño de una antena ideal 
en el dieléctrico libre es el mismo para antenas 
cuyas dimensiones normalizadas se mantienen. 
Considerando que la expresión del lado derecho 

de la igualdad de (7) no depende de la longitud 
de la onda, entonces cualquier modelo de fuente 
impresa )( nE i

z λ  deberá cumplir la propiedad 
)()( 1 nEnE i

n
i
z

−= λλ  con el objeto que la ecuación 
de Pocklington describa una antena que cumpla 
la propiedad de escalabilidad espacial.

Para efectos del desarrollo aquí planteado, se 
supondrá en general que la fuente impresa puede 
depender también del radio del alambre, y por 
tal, dicha función se puede expresar en general 
de la forma ),( N

i
n anE . Por último, se utilizará 

la sustitución 1)'( −−= Nannξ  y se considerará 
para la solución de la ecuación el MoM 
procedimiento point-matching [4], en el cual se 
escogerán inn =  puntos fijos de observación en 
el alambre, y por tal, (7) se puede transformar 
en (9) y (10).

Las funciones  son 
calculables de forma explícita por medio de (11) 
y (12). 

	 	 (9)

	 	 (10)

	 	 (11)
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	  (12)

Se define la función ),( NaP ξ  por medio de 
(13). Dicha expresión no tiene el comportamiento 
casi singular para valores de aN arbitrariamente 
pequeño y diferente de cero.

La expresión total avaluar con el MoM 
procedimiento Point-Matching es (14).

	 	 (13)

	 	 (14)

La forma de la ecuación (14) para problemas 
de radiación de una antena cilíndrica no ha 
sido documentada previamente en la literatura, 
seguramente debido a que los límites de la integral 
tienden a ser grandes para un radio normalizado 
del alambre arbitrariamente pequeño y diferente 
de cero, complicando su evaluación numérica. 
Sin embargo, ésta representación tiene algunas 
ventajas de evaluación analítica que serán 
aprovechadas en esta investigación.

Método de solución

Un método de solución para la ecuación (14) se 
plantea a continuación, a través de las siguientes 
aproximaciones de la función ),( NdP ξ .

a) 	 Aproximación 1.

Para  se expande 
las funciones trigonométricas en (11) y (12) por 
medio de sus series de MacLaurin tradicionales, 
obteniendo (15) y (16)

	 	 (15) 

	 	 (16)

Uno de los aspectos críticos del presente trabajo, es 
que las expresiones de (15) y (16) sean integrables 
en (14) con resultados analíticos, con el fin de 
facilitar la integración para radios del alambre 
arbitrariamente pequeño y diferente de cero. 
Las integrales relacionadas tienen precisamente 

una forma analítica para funciones base de tipo 
rectangular paso y rectangular triángulo, las 
cuales son ampliamente utilizadas en una gran 
variedad de códigos electromagnéticos para 
solucionar el problema de radiación y scattering 
de antenas cilíndricas. 
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b) 	 Aproximación 2.

Para  es posible 

aproximar ξξ ≈+12  y de este forma se obtiene 
(17) y (18).

Las funciones (17) y (18) son sencillas de evaluar 
por métodos numéricos en (14) ya que con el cambio 

de variable  la integral (14) se simplifica. 
Específicamente para el caso de funciones en el 
subdominio es fácilmente evaluable, ya que una 
sumatoria truncada de bajos coeficientes basado en 
la serie de Taylor de las funciones trigonométrica en 
(17) y (18) alrededor del punto medio de integración, 
permiten obtener un resultado simplificado y 
analítico de la expresión (14).

	 	 (17)

	 	 (18)

Resultados y discusión
Error numérico 

En la figura 1 y la figura 2 se evalúan las 
diferencias absolutas entre las funciones (11)-
(12) y las funciones (15)-(16) para el intervalo 

,  y para diferentes 
valores de aN.

De la misma forma, en la figura 3 y la figura 4 se 
evalúa la diferencia absoluta entre las funciones 
(11)-(12) y las funciones (17)-(18) para el 
intervalo , ni=0 y para 
diferentes valores de an.

Figura 1 Error absoluto de la parte real de la primeria 
aproximación

Figura 2 Error absoluto de la parte imaginaria de la 
primera aproximación

Figura 3 Error absoluto de la parte real de la 
segunda aproximación
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Figura 4 Error absoluto de la parte imaginaria de la 
segunda aproximación 

Del análisis de las gráficas se concluye que las 
aproximaciones planteadas muestran una buena 
convergencia. Específicamente, un análisis 
exhaustivo de las aproximaciones (15)-(16) y 
detalladas en las figuras 1 y 2 para diferentes 
valores del radio del alambre, muestra que el 
error absoluto de la integral (14), aún incluyendo 
la casi singularidad de la expresión, tiene un 
comportamiento  para 
, lo cual garantiza un error convergente a una 

constante en la ecuación de Pocklington para 
un radio del alambre arbitrariamente pequeño 
y diferente de cero. Como es de esperarse, el 
error en las aproximaciones (17)-(18) bajo la 
segunda aproximación y confirmadas en la 
f﻿igura 3 y la figura 4, muestran un error cada 
vez más pequeño a medida que se incrementa 
la variable independiente, dada la naturaleza de 
la aproximación ξξ ≈+12 . En general y 
como se detalla en las figuras, la aproximación 
planteada para la parte imaginaria tienen un 
menor error que la parte real.

Comparación numérica de los resultados 
con el MoM

La matriz de impedancias , que 
permite encontrar la densidad de corriente impresa 
desconocida utilizando el MoM procedimiento 
point-matching con funciones base de tipo 
rectangular ha sido encontrado en (19) utilizando 
los resultados de esta investigación, para una 
antena eléctricamente pequeña de dimensiones 
LN = 0,1, aN = 0.005 y una cantidad de 5 puntos 
fijos de observación.

	 	 (19)

Los resultados de este mismo problema ha sido 
documentado por [26], obteniendo un error 
relativo absoluto del 0,45% y 0,039% para el 
módulo y el ángulo del determinante de la matriz 
z, un error relativo absoluto en el peor casos del 
0,79% y 0,021%, para el módulo y el ángulo 
de los coeficientes que la componen y un error 
relativo absoluto máximo de 0,14% y 0,031% 
para el módulo y la fase de los coeficientes de la 
densidad de corriente estimada. Un error relativo 
tan pequeño como se desee se puede encontrar 
al utilizar mayores coeficientes en la serie de 
MacLaurin en las aproximaciones desarrolladas 
en esta investigación, a costa de sacrificar en 

el análisis y deducciones de las expresiones 
analíticas resultantes.

Expresión analítica para la autoimpedancia

Uno de los mayores retos de la evaluación 
numérica de (14) con MoM, precisamente es 
la cuantificación de la diagonal de z, o los así 
llamados coeficientes de autoimpedancias zmm, 
ya que esta diagonal para funciones base en 
el subdominio contiene expresamente la casi 
singularidad de la expresión para radios de 
alambre arbitrariamente pequeño y diferente 
de cero. Como ejemplo de aplicación de los 
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resultados encontrados en esta investigación, se 
presentará el análisis del caso de la función base 
de tipo rectangular paso, la cual es definida por 
medio de (20).

	 (20)

Donde r = 1,2, ..., M, ∆ = LN/M y M la cantidad 
de segmentos de muestra utilizando el MoM 
procedimiento point-matching considerando 
un muestreo uniforme en el alambre definido 
por . El resultado 
de la autoimpendacia para este caso particular 
asumiendo un  se presenta en (21).

	 	

(21)

Los resultados encontrados evidencian fácilmente 
el tipo de la casi singularidades que contiene la 
autoimpedancia para los diferentes valores de la 
segmentación y el radio del alambre, aún para los 
casos arbitrariamente pequeños y diferentes de 
cero. A diferencia del método planteado por [10], 
los resultados encontrados en esta investigación 
permiten calcular de forma simple los valores de 
la autoimpedancia para el caso de una función 
base de tipo rectangular triángulo.

Conclusiones
En la presente investigación se han encontrado 
unas nuevas expresiones analíticas aproximada 
para solucionar el problema de radiación de una 
antena cilíndrica recta delgada utilizando el así 
llamada kernel reducido o aproximado con el 
método de los momentos procedimiento point-
matching. 

Los resultados encontrados tienen gran 
aplicación, ya que la matriz de autoimpedancias 
tiene una forma analítica para las funciones base 
en el subdominio de tipo rectangular paso y 
rectangular triángulo, las cuales son ampliamente 
utilizadas en este tipo de problemas.

El método desarrollado fue comprobado con la 
función base rectangular paso, encontrando el 
valor analítico de la autoimpedancia, y de esta 
forma facilitando la evaluación numérica de 
las expresiones, aún para el caso de un radio de 
la antena arbitrariamente pequeño y diferente 
de cero. Los resultados de error absoluto 
encontrados utilizando método de los momentos 
procedimiento point-matching bajo un escenario 
conocido fueron en general menores al 0,8%, 
haciendo el resultado atractivo para su aplicación 
en problemas de radiación y scattering de antenas 
rectas delgadas.

El resultado encontrado de la autoimpedancia 
permite simplificar los cálculos numéricos de 
los algoritmos previamente desarrollados en un 
código electromagnético particular, sin modificar 
de forma importante sus algoritmos, posibilitando 
la disminución del tiempo de computación a 
costa de una baja inversión en el desarrollo o la 
reingeniería. 

Finalmente, el método presentado es factible 
generalizarlo para solucionar el problema de 
radiación de una antena de alambre de forma 
arbitraría o una estructura electromagnética más 
compleja que utilice la ecuación de Pocklington 
con el así llamado kernel reducido o aproximado.
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