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Resumen

El presente articulo desarrolla numéricamente el problema de la ecuacion
diferencial de difusion-adveccion, empleando el método de Galerkin sobre
lineas caracteristicas y el método de Petrov-Galerkin en contracorriente
(SUPG). Las condiciones dominantemente advectivas en el problema
solucionado, mostraron que para casos con numeros de Peclet muy elevados,
el método de las lineas caracteristicas no logra una estabilizacion de la
solucion, tal como lo hace el método SUPG. No obstante, para valores
pequeiios en el numero de Peclet, el método de lineas alcaza aproximaciones
estabilizadas y errores totales en norma de energia ligeramente menores a
los del método SUPG. Las graficas de convergencia trazadas mostraron que
el comportamiento del error en norma L, de la solucion convencional por
elementos finitos o Bubnov-Galerkin, es muy similar al del error encontrado
con el método de las lineas caracteristicas.

----- Palabras clave: Petrov-Galerkin, lineas caracteristicas, SUPG,
adveccion, difusion

Abstract

This article develops numerically the advection-diffusion equation problem,
using Galerkin on characteristic lines and Streamline Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG) methods. The dominated advective conditions in the solved
problem showed that for cases where high Peclet numbers are encountered,
characteristic lines don’t achieve a stable solution, as SUPG does.
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Nevertheless, for low Peclet numbers, characteristic lines achieve stabilized
results and total energy norm errors slightly lower to SUPG’s. Convergence
figures depicts that L, energy norm error in the solution by finite elements or
Bubnov-Galerkin, is very similar to the error found with characteristic lines

method.

----- Keywords: Petrov-Galerkin, characteristic lines, SUPG, advection,

diffusion

Introduccion

Muchos problemas de la fisica, la quimica, la
economia, la biologia, la bioingenieria, e incluso
la ecologia, entre otros campos, pueden ser
modelados a través del balance de tres fendmenos:
la difusion, la adveccion y la reaccion. Dicho
balance se plantea en la ecuacion diferencial de
difusion-adveccion-reaccion (1) [1], junto con las
condiciones iniciales y de contorno e descritas en

2,3y @)

%-V(W;f)ﬂﬁ-%)—w:f@)

sobre Q) (D)
P(t=0)=9, ()
P(x) = g(X)
sobre F¢ (Condicidon Dirichlet) 3)
V(9) = h(x)

sobre I'y (Condicion de Neumann) @)

En las anteriores ecuaciones ¢ es la funcion
escalar (o vectorial) a encontrar, k>0 es el
coeficiente difusivo, i es el campo de velocidad
asociado al proceso advectivo, s es el coeficiente
fuente (s>0) implica produccion y (s<0) significa
disipacion), f(X) es la funcion de generacion,
g(x) es la funcion que define el valor del
campo escalar ¢ sobre la frontera F¢ y h(X) es
la funcidon que define el valor del flujo sobre la
frontera Iy [1].

Algunas de las ecuaciones especificas obtenidas a
partir de la simplificacion de la expresion (1) son:

*  Ecuacién de Helmholtz: empleada en los
problemas de acustica, electromagnetismo
y sismologia. Esta expresion se obtiene
considerando un término de produccion
positivo (s>0) y eliminando el término
advectivo (u =0) [2].

*  Ecuacién de Difusion-Reaccion (7 =0): la
cual tiene multiples aplicaciones, como por
ejemplo en problemas de morfogénesis [3],
crecimiento de tumores [4, 5], formacion de
tejidos [6], bioquimica [7, 8, 9], dindmica de
poblacion [10], astrofisica [11], entre otras.

* Ecuaciéon de Difusion-Adveccion (s=0):
utilizada ampliamente en problemas de
dispersion de gases contaminantes (sin
reaccion, especialmente en dispersion de
productos de la combustion altamente
estables) [12].

* Ecuaciéon de Adveccion-Reaccion (k=0):
usada en el modelado de dispersion de
contaminantes acuiferos en aguas con alta
velocidad.

Ademas de la enorme utilidad de la expresion
(1) para el estudio de fenomenos de tan diversa
naturaleza, como la economia [13], la genética
[14] y la propagacion de incendios [15], solo
por nombrar algunos campos, ciertas formas de
esta ecuacion se caracterizan por la dificultad
en la implementacion de soluciones numéricas
y el requerimiento de técnicas especiales
para construir una aproximacién [16, 17]. En
numerosos casos las soluciones numéricas que
se han implementado para el desarrollo de este
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tipo de ecuaciones presentan oscilaciones falsas
que no se ajustan al comportamiento real del
fenomeno modelado [18] (Figura 1). En efecto,
aunque la formulacidén convencional de elementos
finitos, 0 método de Bubnov-Galerkin, resulta
util y adecuada para el tratamiento de muchos
problemas de la ingenieria, especialmente
en el campo de la mecanica de sélidos [19],
presenta problemas de estabilidad cuando en la
ecuacion diferencial aparecen operadores no
autoadjuntos, tal como el término advectivo en
la ecuacion (1) [18]. Este término advectivo,
bajo la formulacion convencional (Bubnov-
Galerkin), tiene un efecto desestabilizador de la
matriz de rigidez, introduciendo asimetria en la
misma y produciendo oscilaciones falsas en la
aproximacion que se llega a alcanzar, tal como se
muestra en la figura 1.

Figura 1 Solucién numérica estabilizada (a) y no
estabilizada (b) del problema de Brezzi [20]

La eliminacion de estas oscilaciones o
estabilizacion de la solucioén, se logra regresando
el cardcter simétrico a la matriz de rigidez, lo
cual puede ser alcanzado empleando diversos
métodos, entre los cuales se puede citar: el
método de las lineas de caracteristicas [21, 18],
el método de calculo finito [22], el método de
paso fraccional 6 [23], el método de minimos
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cuadrados de Galerkin [24] y el método Petrov-
Galerkin de contracorriente [25].

Este articulo presenta un estudio comparativo de
dos técnicas numéricas empleadas para estabilizar
la solucion por elementos finitos de la ecuacion
de difusion-adveccidon-reaccion: el método
Petrov-Galerkin en contracorriente o SUPG (del
inglés Streamline Upwind Petrov-Galerkin) y el
método de las lineas caracteristicas de Galerkin
(MLC). En la primera parte del texto se presenta
el fundamento matematico de cada una de las
técnicas a evaluar, mientras que en una segunda
parte se presentan los resultados obtenidos, tanto
con SUPG como con MLC, en el desarrollo de dos
casos de estudio que involucran condiciones de
adveccion dominante. Posteriormente se analizan
los resultados y se presentan las conclusiones.

Metodologia

El método de estabilizacion de Petrov-
Galerkin en contracorriente (SUPG)

El SUPG se basa en la estabilizacion de la matriz
de rigidez empleando funciones de ponderacion
modificadas, de modo que se otorgue un mayor
peso a la informacion de los nodos ubicados
aguas arriba [18]. Este método de estabilizacion,
planteado por primera vez por Zienkiewicz
[25], fue usado formalmente por Christie [26] y
Zienkiewicz [27], y generalizado como técnica
para problemas de adveccion dominante por
Hughes [28]. A partir de este punto, han aparecido
diversas variantes alrededor del método, como
las planteadas por Hughes [29], Baiocchi [30],
Harari [31], Russo [32], Cockburn [33] y Araya
[34], entre muchos otros trabajos.

En problemas unidimensionales la estabilizacién
con el método de Petov-Galerkin puede ser
alcanzada adicionando un término perturbador
a la funcion de peso estandar (W), tal como se
muestra en (5) [18], en donde /4 es el tamafio
caracteristico del elemento y a es un parametro
de perturbacion positivo calculado por medio de
la expresion (6) [26].



. dw,
W=+ %A, )
2 dx
. 1 1
o= mm(Coth Pl-— 1——] (6)
P, P,

En esta Gltima expresion, en la cual P, es el
numero adimensional de Peclet definido como

P =‘ﬁ‘%c, se observa que la funcién de peso

solo debe ser perturbada si P,>1. En otras
palabras, para valores inferiores a la unidad en
el nimero de Peclet, la formulacion SUPG lleva
al planteamiento convencional de Bubnov-
Galerkin. El término adicionado a la funcion de
peso original W, en (5), modifica las funciones de
ponderacion Wi* , tal como lo muestra la figura
2, reduciendo el area bajo la curva de la funcién
de peso W, al mismo tiempo que se aumenta el
valor de la integral de W7, a lo largo del elemento.
Esta modificacion sobre W, logra sobrestimar el
valor de los coeficientes K, por encima de los
coeficientes K ,, en la ecuacion de ensamble
(7) de un nodo interno i, la cual es obtenida a
partir del sistema de ecuaciones (8). Esta sobre
estimacion de los términos K, logra mejorar el
caracter simétrico de la matriz de rigidez y dar
una estabilidad al método.

K2el¢i—1 + (Klel+1 + Kzez )q); + K1e2+1¢ =F (7

i+l Tt

(K, K, 0 o o |[a] [#

0 K3 K§2+K161+1 K1€2Jrl =0 Ho =] (®)

K7 Ky le.] L

Para una ecuacion de difusidon-adveccion, los

términos de la matriz de rigidez [K] de un

elemento e, calculados de acuerdo con el método

SUPG unidimensional, estan definidos por medio

de la expresion (9) [18].

an, k an, a’x+J.Wl*u an, dx (9)
dx  dx g dx

K =]

e
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Figura 2 Funciones de peso originales (a) y
perturbadas de acuerdo con el método SUPG (b)

En esta ultima expresion N, son funciones de
forma empleadas en una aproximacion por
tramos convencional, como la planteada en (10).
De forma analoga, los términos del vector [F]
para un elemento e se definen de acuerdo con

(11) [18].
¢ =2N.9, (10)

Fe =W, f(x)dx (11)

Eluso de las expresiones (9) y (11), en la ecuacion
(7), permite llegar a la ecuacion de ensamble
estabilizada (12) [18].

~[+P@+Do,, +20+Pa),

: (12)
~+ne =Dl =7

Se puede verificar facilmente como la ecuacion
de ensamble unidimensional (12), obtenida
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empleando la estabilizacion SUPG, puede
ser construida de otra forma, partiendo de un
planteamiento Bubnov-Galerkin y aumentando
artificialmente el término difusivo, tal como se
plantea en (13) [18].

_d.[(k+ka)cm)]+u.cm):
dx dx dx

f(x)  (13)
donde k, es el término de difusivo artificial
incluido para estabilizar la solucion y el cual se
define como k = > auh. Esta interpretacion del
método SUPG, resulta especialmente util para la
generalizacion de la técnica a problemas en dos
o tres dimensiones. De esta forma, asi como en
problemas unidimensionales la modificacion de
las funciones de peso es equivalente a adicionar
un término difusivo adicional que actia en la
direccion del flujo, para problemas con una o
dos dimensiones adicionales, se debe garantizar
que el efecto de la difusion artificial actie
contrarrestando el efecto advectivo, el cual solo
opera en la direccion de la velocidad #. De
acuerdo con este planteamiento, una perturbacion
sobre la funcion de forma, como la escrita en la
ecuacion (14), solo logra estabilizar el efecto
advectivo en la direccion x. De forma analoga se
podria perturbar la funcion de ponderacion para
estabilizar la adveccion en la direccion y, como
se muestra en (15).

w; =+ (14)
2 ox
. oh oW,
W, =W+——- (15)
2 dy

De esta forma, para lograr estabilizar la solucién
en la direccion de una velocidad bidimensional, se
requiere ponderar las perturbaciones planteadas
en (14) y (15), tal como se muestra en (16) [28].

ARG K L Y LA | TS
2 ‘ﬁ ox ‘ﬂ‘ dy

Donde u_yu son las componentes de la velocidad
en las direcciones globales x - y, en tanto que
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T es el coeficiente de perturbacion calculado
de acuerdo con (6), y A es una dimensioén
caracteristica como la mostrada en la figura 3.

/T

Figura 3 Linea de corriente al interior de un elemento
bidimensional

Implementacién del método de los
elementos finitos con SUPG

Al aplicar el método de los residuos ponderados
a la parte estacionaria de la ecuacion diferencial
de difusion-adveccion, y después de debilitar el
término difusivo, se obtiene la expresion (17).

[V - iNodQ+ [ Wi - VodQ =
Q Q ) (17)
[w" -+ [w'ke, - Vodr
Q T
dondeé eselvectornormalalbordedeflujooborde
de Neumann. Empleando ahora aproximaciones
por tramos del tipo 9° = z N,9, | asi como

la funcién de peso modificada (16), se llega al
sistema de ecuaciones mostrado en (18).

{& 1+[&.TF o) =IF1+[F T @8)

en donde [@]¢ es el vector de valores nodales del
elemento, en tanto que los demas términos se
definen de acuerdo con (19), (20), (21) y (22).

g L ox ox dy dy
(19)
+ Ju.N, N, +u,N, Mo 4
e ox dy
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= u + .7 . .
I e o T andy ponderados a ,la ec,uac'lon (24),. de fgrma similar
como se aplico al término estacionario en (17), se

I ok [ ( 9N, aN, 9N, aN, Hdﬁ obtiene la expresion (25).

2 2 Ahora, aplicando el método de los residuos
K ]- J'ochk|: [a N, dN, 9°N, Hdg

u +
2| | | oxdy ox 9y’ 9y 1
" vl (loz]-los])- ’s
. Jahk [uz oN, oN,, +} o At (25)
+1 n+ +1
o 2‘1/[‘ * aX ax _([K]+ [Kv]y, q)m : +([F]+ [Fv]y,
ok ON, ON,, dN, oN en donde la matriz [M] se define como se muestra
" szu[ [ax » oy ox ﬂ 20)  en (26):
oh
o Z‘u‘ dy dy Q Q
N, aN, (26)
ohk | Qu, ON, ON, Ou, dN, oN,, u, —+u L dQ
J. + d€2 “ox oy
32| ox ox ox  ox 9y ox

El método de las lineas caracteristicas
de Galerkin (MLC)

ohk | du, ON, ON, du, 9N, oN,,
j P [ dy ox dy +§ dy dy :|dQ
o
A diferencia del método de Petrov-Galerkin, el
cual es planteado como una técnica de estabili-
zacion espacial que puede ser implementada en
problemas transitorios, el método de las lineas
aN oON caracteristicas es aplicable Uinicamente a proble-
'[ 2‘14 ( . Q  (22)  mas con ecuaciones diferenciales de difusion-ad-
ol veccion-reaccion en donde se presenten términos
temporales. Este método parte del hecho que un
planteamiento Lagrangiano de la ecuacion tem-
poral de difusion-adveccion puede eliminar el
Paraincorporarladimension temporal alproblema  término no autoadjunto, el cual es causante de la
de la ecuacion de difusion-adveccion planteado  asimetria en la matriz de rigidez y por tanto de la
previamente, se emplea una discretizacion inestabilidad en la solucion [18].
temporal como la mostrada en la ecuacién (23):

[F]: [szdQ (21)

En las expresiones (19) a (22), I=m=1,2,3,4 para
un elemento cuadrilatero lineal.

Partiendo nuevamente de la ecuacion diferencial
de difusion-adveccion (27), se observa que

1 = L e .
—(¢ m—g” )= G[V “(kVo)—u-Vo + Q] 1 empleando una formulacién Lagrangiana, como
Al (23) la planteada con el cambio de variable definido en
4 (1 _9)[§ ( kV(b) Ry, o+ Q]" (28), se elimina el término advectivo, resultando

la expresion (29). El cambio de variable (28)
consiste en emplear una coordenada material x’,
en lugar de una coordenada espacial x, lo cual
permite que se eliminen los términos relacionados
con las derivadas de posicion en el tiempo.

de modo que con =1 se llega a un planteamiento
totalmente implicito, denominado normalmente
esquema Backward-Euler, el cual se define en la
expresion (24).

A 5. (e —ii- Vool 99 (9 d
LW verol” @9 af_ax[k&;f)w& fen @
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x'=x=ut (28)
ag(x’,t) 0 8¢(x t) 29
ot BX'[ ox’ ) fxe) @29

Aplicando una discretizacion temporal a la
expresion (29), se obtiene la ecuacion (30), en
donde o es la distancia recorrida por una particula
que se mueve con velocidad media u durante un
intervalo de tiempo At, en tanto que el valor de 6
define si el método utiliza una implementacion
explicita 0=0, semi-implicita =" o totalmente

implicita =1.
) "
~0
(x-8 >) |:8x ( ox ) f]

1 n+l A"
At(q) ¢
+(1—e)[§c(kgi)+f]

La expresion anterior muestra que lo términos
evaluados en el tiempo n se relacionan con la
variable x’, mientras que los términos evaluados
en el tiempo n+1 se relacionan con la variable x
(Figura 4). Es decir, el empleo de la formulacion
Lagrangiana planteada requiere del uso de
técnicas de actualizacion de malla, lo cual en
términos generales no resulta una tarea facil, ni
computacionalmente econdmica [35].

(30)

(x=8)

n+1

P(x)

n x-0
¢ (x-0) ‘%5: uAt—»‘

Linea caracteristica

n+l1

Figura 4 Movimiento del sistema coordenado y
definicién de una linea caracteristica

Una forma sencilla de evitar la necesidad de una
actualizacion en la malla, se trata de emplear una
aproximacion de los términos en tiempo n por
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medio de una serie de Taylor hacia atras centrada
en x, tal como se muestra en las expresiones (31),

(32) y (33).

n ~ " — aﬂ 52 a ¢ 3 31
¢ (x-0) ¢ 58)6 2 on? ( ) Gl
1 _S 8o
2/ v 2 2 Ox (32)

1o, (Y
20x| ox (5) 28x ax

%i[ax( ax) }+0(3 )

Incorporando los resultados de estas ltimas tres
expresiones en la ecuacion (30), y teniendo en
cuenta que el avance 0 puede ser aproximado
a través de la ecuacion (34) [18], se llega a la
ecuacion (35), en la cual todos los términos esta
referidos a la coordenada x.

(33)

; au"
o=u At[l—At o J (34)

" 8 a(l) n+l a
o0 =At|0—| k— 1-06)—
¢ ¢ t[ Bx( Bx) +( )Bx

L0 ¢
ax

a|ur—0) 0 (120"
t[u @ e)axz(k axJ

a8 o]

+0r" +(1-0)f" ]
(35)

2 ox

Aplicando ahora el método Bubnov-Galerkin de
residuos ponderados a la ecuacion (35), se llega a
la expresion debilitada mostrada en (36):



JW((P n+l —q)n)dQ —

+At[—ej?’(ka¢)n dQ—(l—e)jaaW(ka“’)"dQ
. OX . OX

ox ox

—JW"a;) dQ+eij"*'dQ+(1 0)[wr” del

Q°

+At[6W( Pl )ﬂﬂ +(0- G)W( aq)H (36)

o L1y 2 0 gy g 20)
At [25[ o () S G)J«f - dﬂ]

_ar [W Ly 2 ]

Empleando aproximaciones del tipo ¢° 2 nPm s

la ecuacién de residuos ponderados toma la
forma (37):

M@ o) =
-kl o +1-6)0")-adlcl &7+ Al [FT ™ (37
+(1-e)[F]”)—A7t2[CS]"<D" —ArA-O)F]"+TC

en donde @' y ®@" son los vectores de valores
nodales en el tiempo n+1 y n, respectivamente.
Los demas términos involucrados en (37) se
definen en las ecuaciones (38) a (44).

M]= [N,deQ (38)
oN, N,
[K] ax ox P (39)
[c]= jNuadeQ

2 o (40)

[F]= j N, fdQ 1)
N, , 0N,

[Cs]:maix” — e @2)

(43)
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%,

n

T.C= Atl@{z\f,kaaf""+ ]+(1 e)(N £ 90" H
e

(44)

| AN G, Y 20 g
2 de,

T

Expandiendo esta técnica al caso bidimensional,
y para un planteamiento semi-implicito Crank-
Nicolson (0=1), se llega a la expresion (45).

Me" o) = -adfk o +[cT o

(45)
)2 (ko [
en donde:
:Jk[aN, oN, aN oN, }dQ (46)
o L ox ox ay dy
N,
lc N Q 47
= j ( — (47)
, N, 3N, AN, AN,
K. "J “ox M T
Y8)
+uu, IN, N, +u2,aﬂaN’" dQ
Yy ox "y dy

1 N,
)= J’f(ux A

Resultados y discusién

N,
dQ
' ) (49)

Experimentaciéon numérica

Con el fin de evaluar la precision y eficiencia de
los dos métodos presentados (SUPG-MLC), se
analiz6 el siguiente problema dominantemente
advectivo, cuya solucion numérica se implemento
en lenguaje FORTRAN para diferentes mallas,
tal como se muestra a continuacion.

Este ejemplo, desarrollado entre otros autores por
Wang [36], esta definido por la ecuacion diferen-
cial (50), para un dominio Q=(-0,5,0,5)x(-0,5,0,5).
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a¢ —kAG+ii- V=0 (50)

con k=0,0001 y un campo de velocidad rotacional

= [— 4 y,4x]. Las condiciones de borde definidas
para las cuatro fronteras del problema, son
condiciones de Dirichlet homogéneas, en tanto
que las condiciones iniciales estan definidas por
la expresion (51), con 6=0,0477. La soluciéon
analitica del problema se plantea en la expresion
(52).

(x40,25)%+y”

O(xy0)=e b

2

_ —x
O(x,y,t)= —4]“ (52)

en esta tltima expresion:

¥+0.25) +5°
_ (#0257 +57 53)
26 “ +4kt
x =xCos(4t) + ySin(4t) (54)
y =—xSin(4t) + yCos(4t) (55)

Este problema se caracteriza por tener dentro
del dominio espacial tanto zonas de conveccion
dominante, ubicadas cerca de los bordes del
problema, como zonas de difusion dominante,
ubicadasenlaregioncercanaal centrodel dominio.
Estas zonas estan definidas espacialmente y no
cambian en el tiempo, dado que el coeficiente
de difusion y el campo de velocidades no son
funcion de esta variable. Por lo anterior, este caso
resulta especialmente interesante para evaluar
la capacidad de las técnicas numéricas para
aproximar problemas con condiciones advectivas
variables sobre todo el dominio.

Los resultados obtenidos en este ejemplo se
muestran en las figuras 5, 6, 7 y 8, considerando
tanto la formulacién con MLC, como con el
método SUPG. En ambos planteamientos se
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empled una discretizacion temporal con pasos de
tiempo Ar=0,0005 y un tiempo final tf=0,5.

Para la primera malla, formada por 10.000 ele-
mentos (£=0,01, figura 5), se obtiene un nime-
ro maximo de Peclet igual a 141, ubicado en los
vértices del dominio, el cual decrece a medida
que se esta mas cerca del centro del cuadrado, al-
canzando un valor minimo de cero en este punto.
Se observa, en la figura 5, que las soluciones ob-
tenidas por los dos métodos (MLC y SPUG) son
similares en cuanto a magnitud y desplazamien-
to de la funcion gaussiana. Sin embargo, se pre-
sentan en la solucioén por lineas caracteristicas,
pequeiias inestabilidades que se evidencian en la
irregularidad de las lineas de contorno. Dichas
inestabilidades en la solucion con MLC crecen
conforme se aumenta el tamafio de los elementos
y correspondientemente el numero de Peclet, tal
como se observa en la figura 6 (malla con 400
elementos, #=0,05), y especialmente en la figura
7 (malla con 100 elementos, #=0,1), en donde de-
bido a los altos valores de P, (méaximo cercano a
1.400) las oscilaciones alcanzan valores compa-
rables con la altura de la funcion gaussiana. Otro
aspecto importante es la componente de difusion
numérica que exhiben las dos soluciones (mayor-
mente la alcanzada con SUPG), la cual se incre-
menta a medida que se aumenta el tamafio de los
elementos en la malla.

Por otro lado, la figura 8 muestra graficas de con-
vergencia del error en norma L, para tres plantea-
mientos de elementos finitos: el método de lineas
caracteristicas, el método SUPG y el método
convencional o Bubnov-Galerkin. Este error es
calculado como la integral, sobre el tiempo y el
espacio, del cuadrado de la diferencia entre la so-
lucién analitica y la aproximacion lograda [37].
En las curvas de la figura 8 se observa como la
grafica de convergencia obtenida para MLC es
muy similar a la grafica del método convencio-
nal, cuya velocidad y forma de convergencia se
diferencia claramente del comportamiento mos-
trado por la curva obtenida con SUPG.
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Figura 5 Soluciones transitorias obtenidas para
el caso de estudio 1 empleando h=0,01y el MLC
(a) y el método de SUPG (b)

Conclusiones

Se analiz6 un problema de difusién-adveccion
empleando dos técnicas de solucién numérica:
el método de Petrov-Galerkin en contracorriente
(SUPG) y el método de las lineas caracteristicas
de Galerkin (MLC). Para el caso analizado, las
aproximaciones alcanzadas con el método SUPG
muestran que aun para numeros de Peclet tan
altos como 1.400, se logran soluciones libres
de oscilaciones falsas. Por el contrario el MLC
no muestra una buena capacidad de estabilizar
la solucion cuando los numeros de Peclet se
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Figura 6 Soluciones transitorias obtenidas para
el caso de estudio 1 empleando h=0,05y el MLC
(a) y el método de SUPG (b)

elevan considerablemente, en este caso particular
las oscilaciones comenzaron a ser notorias para
mallas con tamafio promedio superior a #=0,05 y
P =700. Por otro lado, se pudo establecer que el
método SUPG exhibe una difusiéon numérica mas
elevada que la presentada por las soluciones con
el método de las lineas caracteristicas, aunque en
ambos casos esta difusion crecid rapidamente con
el aumento en el tamafio de la malla. La grafica de
convergencia trazada (error en norma de energia
vs. tamafio de elemento) muestra que para bajos
numeros de Peclet (lo que equivale a mallas finas)
el MLC es mas exacto que el método SUPG, no
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obstante cuando la malla se hace mas grande (lo
que equivale a numero de Peclet altos), el MLC
no es capaz de corregir las inestabilidades, las
cuales hacen crecer el error por encima del valor
alcanzado con el método SUPG.

I, I
0.4 J v 04 - —
: o i T k =
02F <= oA ¢\ 02F
N e - e :
= OF \ oF 2 ™
02k LN ) o2F VWL
P AN ~ 7Ll
04 02 0 02 04 04 02 002 04
0’4'_ . - AN 0’4'._ ' s |
02k Y L LN S 02k
VN-) : W » - —
s 0r or
T 2% ;
b ~ ot [ (@) N |
-04F T Ny 04k ) ;
04 02 0 02 04 04 02 0 02 o4
04~ 1 CV (N osf = s
o2k ) LA NS o2F
" 7 N\ . -
= i
?">" 0 0
02 [ ¥ o € R
L ] 1 L | ] -
04\ f 7 -04r \ g
04 02 0 02 04 04 02 002 04
04fF SN N S N Y - S |
02F 7 s U Y ¥ 1 .
- S i, ) - E
s 0 0,210,362 0 |
0o | (@) 02F |
04k | ST 7\ ) -04f ) :
04 02 02 04 04 02 002 04
[T] I—I_I— (L1
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 I
(a) (b)

Figura 7 Soluciones transitorias obtenidas para el
caso de estudio 1 empleando h=0,1y el MLC (a) y el
método de SUPG (b)

No obstante la mayor exactitud del método MLC
sobre el SUPG en los casos con bajos numeros
de Peclet, se encontr6 que el comportamiento del
MLC difiere muy poco de la técnica convencional
o método de Bubnov-Galerkin, lo cual sumado a
la mayor dificultad en la implementacién compu-
tacional del mismo, hace que este sea poco com-
petitiva frente al SUPG.
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Figura 8 Grafica de convergencia del error en norma
de energia para las soluciones alcanzadas en el caso 1
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