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Resumen

En un sistema tipo caja de negra, los parámetros internos no son observables 
con respecto a su relación entrada-salida. Se desarrolla un estimador para 
describirlos, basado en el segundo momento de probabilidad. Los resultados 
obtenidos en la estimación en conjunto con el funcional de error y el 
proceso de innovación son necesarios para que funcione la estructura de 
identificación. Esto se conoce como el proceso de filtrado con adaptación. 
Con base a los resultados obtenidos se logró un buen nivel de convergencia 
con respecto a la señal de referencia, que ilustrativamente, se ejemplifica a 
través de la simulación, de forma tal, que el comportamiento dinámico de 
un motor de corriente continua  (CC) se describe por el filtro adaptativo sin 
conocer su funcionamiento interno, resultados que fueron comparados con 
una metodología similar descrita en [1].
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Abstract

In a black box system the internal parameters are not observables between 
input-output relationships. An approach is made knowing as estimation, based 
on the second probability moment. These results with a functional error and 
the innovation process are needed into identification structure. This process is 
known as an adaptive filter. Achieving a good convergence level with respect 
to the reference signal illustratively exemplified into simulation. The DC 
motor dynamical behavior is described by an adaptive filter without knowing 
the internal operation. Results compared with a methodology considered in 
[1].

----------Keywords: Digital Filter, Estimator, Functional Error, 
Identification, Stochastic Gradient

Introducción
Cuando se requiere modelar un sistema físico 
es necesario realizar una validación de modelos 
matemáticos de los diferentes procesos que en él 
intervienen. La diferencia del comportamiento 
entre el sistema de referencia y su representación 
matemática tienda a ser la mínima en algún 
sentido. Buscar un modelo matemático es 
encontrar una relación matemática entre la salida 
y la entrada del sistema. En particular la dinámica 
interna (descrita por los estados no observables 
del sistema) se relaciona  matemáticamente  con 
la salida y la entrada (estados observables del 
sistema) a través de la función de transferencia 
[1]. Los sistemas considerados como cajas 
negras solo permiten conocer a la función de 
transferencia sin la posibilidad de acceder a sus 
dinámicas internas de manera directa. Para ello 
se realiza el proceso de filtrado compuesto por 
la estimación e identificación, que de manera 
indirecta describen la dinámica de los estados 
a través de un estimador usando a la variable 
instrumental y la señal observable retardada, 
que afecta a la matriz de transición y así al 
identificador  mediante la señal retardada del 
sistema de referencia [2]. La descripción del 
comportamiento de un sistema tipo caja negra 
se hace fuera de línea, comúnmente a través de 
ecuaciones diferenciales; sin que ello permita 
conocer que ocurre dentro del sistema y menos 
como se da una determinada evolución [3, 4]. La 
primera estructura  recursiva de identificación 

implementada dentro de un sistema computacional 
se presentó en [5].  La identificación de la 
dinámica interna del sistema tipo caja negra se 
basa en la función de la transición [6], que en su 
forma más simple corresponde a la primitiva de 
la ecuación diferencial del modelo de referencia 
[7]. Pero en ningún caso se conoce a la ganancia 
los coeficientes de la primitiva y en consecuencia 
la ganancia interna del sistema de referencia. 
Ilustrativamente  la acción del filtro digital como 
identificador puede verse en la figura 1.

Figura 1 Esquema del Filtro digital adaptativo

La forma de describir la evolución externa del 
sistema de referenciase logra por los métodos 
de interpolación [8]. Una vez que se obtiene la 
convergencia en algún sentido predefinido, se 
cuenta con un modelo que describe la respuesta 
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del sistema; pero sin que ello signifique el haber 
descrito a su dinámica ni ganancias internas 
[9]. En la teoría de control, las ecuaciones en el 
espacio de estados describen la salida del sistema 
en función de los parámetros y estados internos; 
lo cual no es posible lograrlo en sistemas tipo 
caja negra, ya que los parámetros y estados 
internos son desconocidos [10]. En el caso de 
los sistemas tipo caja negra, descritos en espacio 
de estados, se considera que se pueden tener de 
manera explícita a los parámetros a través de 
sus señales de entrada como de salida [11]. La 
estimación de los parámetros internos dentro del 
espacio de estados de acuerdo con [11] fue el 
objetivo de ese trabajo  para lograr que la señal 
del modelo converja a la del sistema [12].  Una 
vez estimado y observada la respuesta del modelo 
respecto del sistema tipo caja negra, por medio de 
un algoritmo de adaptación, se logra encontrar la 
mejor evolución de los parámetros internos  y así 
lograr la convergencia de la respuesta del modelo 
a la del sistema de referencia [13]. Las técnicas 
de estimación se clasifican en recursivos y no 
recursivos. Las técnicas no recursivas procesan 
toda la información de entrada-salida disponible 
y posteriormente entregan un vector con los 
parámetros del sistema. Las técnicas recursivas 
a medida que van procesando la información 
calculan los parámetros del modelo [14]. Una 
vez obtenidos los parámetros, se desarrolla la 
función de transición correspondiente [15]. La 
dinámica interna del sistema de referencia en su 
forma más sencilla puede ser vista de manera 
lineal y estacionaria en el sentido de probabilidad 
[16] de acuerdo con [17, 18]; se logra observar 
sus propiedades de estabilidad en relación a la 
función de transición propuesta. 

Como ejemplo de estimación recursiva [19], se 
puede mencionar a la predicción de las trayectorias 
de navegación para lograr el control de una nave 
espacial, con la tarea de llevarla a un objetivo 
específico. El proceso de estimación tradicional 
resulta no realizable si la función de transición 
no está acotada [20, 21]. Para el desarrollo de 
la estimación se consideran: 1) las condiciones 
estacionarias, 2) el error de seguimiento, 3) 

el criterio para ajustar al estimador  y, 4) el 
observar a la función de transición [22].  El error 
de seguimiento se obtiene entre la diferencia de 
la respuesta del sistema de referencia y la emitida 
por el estimador dentro del modelo. Para  lograr 
la identificación es necesario conocer  la función 
de transición y en ella los parámetros a través del 
segundo momento de probabilidad ya que nos 
permite conocer la varianza. Una vez estimados 
los parámetros internos, se procede a construir la 
función de transición a usarse en la identificación 
del estado interno del sistema de referencia.  En el 
caso presente al usar un modelo de referencia, se 
compara la señal del identificador y se encuentra un 
funcional del error construido en base al segundo 
momento de probabilidad, que permite corregir 
al estimador y al propio identificador de manera 
dinámica, logrando que la interacción lleve al 
filtro a una región de  convergencia y así llegar 
al valor de identificación deseado.  El estimador 
e identificador se  relacionan por el funcional del 
error, lo cual permite obtener un  filtro digital 
dinámico, descrito a través de este trabajo para 
un sistema mono-variable y estacionario de 
una sola entrada y salida SISO, de acuerdo al 
siguiente orden: el estimador obtenido es del tipo 
gradiente estocástico teniendo acceso a la salida 
del sistema, el identificador es descrito por el  
modelo de salida recursivo propuesto, el funcional 
del error se expresa de manera recursiva y afecta 
a ambos procesos [23]. La simulación considera 
un ejemplo detallado de la ganancia de un motor 
de CC, que a través de un modelo de referencia se 
logra observar las fronteras entre la estimación y la 
identificación, así como su interacción dinámica; 
se presentan las conclusiones. En general se 
destaca la importancia de la función de transición 
dentro de la identificación y el desarrollo de un 
filtro estimador adaptativo.  

Experimentación
El proceso de adaptación en el estimador  queda 
descrito a través del funcional del error entre el 
sistema de referencia y el sistema es estudio. Tal 
que en este trabajo se desarrolla un estimador 
para posteriormente integrarlo dentro de un 
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identificador usando el modelo de referencia de 
primer orden estocástico, invariante en el tiempo, 
descrito en diferencias finitas, utilizando la 
simbología mostrada en la tabla 1. 

Tabla 1 Símbolos usados en los diagramas de 
bloques

Símbolos usados en los diagramas a bloques
→ Vector de señal de entrada o salida del sistema

Retardo de la señal,  xk-1:=xkz
-1

Sumador  algebraico de señales

Multiplicador algebraico de señales

El sistema de referencia, de acuerdo con [24] 
es descrito por el proceso ARMA(1,1) (Auto 

Regresvie Moving Average, acrónimo por sus 
siglas en inglés) de forma recursiva y que en 
espacio de estados de acuerdo con [25] tiene la 
forma xk+1=ak xk+bkvk con salida: yk=ckxk+dkwk, 
como se observa en la figura 2, en donde {w(k), 
k ≥ 0} es un proceso estocástico discreto y 
representado de forma simbólica por {wki

, ki=0=1, 
ki=2, ...}. Tal que para cualquier conjunto arbitrario 
de puntos {ki} se tiene la distribución asociada a 
la variable aleatoria wki

 con i=0,1,2 hasta n∈ +. El 
proceso se considera Gaussiano, si para cualquier 
conjunto finito de puntos ki=0=0, ki=1=1, ki=2=2,..., 
ki=n=n y sus variables aleatorias correspondientes 
wki

 son mutuamente excluyentes con distribución 
normal para todo ki; llamándose así Proceso 
Estocástico Gaussiano, expresado como N(μ=kwk

, 
σ2

wk
 < ∞). De igual forma para {vk ,k ≥ 0} , es un 

Proceso Estocástico Gaussiano N(μ=kv,σ
2
w< ∞) .

Figura 2 Diagrama de Bloques del sistema de referencia

En la figura 2 se describe por diagrama a bloques 
el espacio de estados del sistema, incluyendo las 
perturbaciones que lo alteran, tanto internas (vk),  
como externas (wk). Dentro de la caja con línea 
discontinua, se encuentra lo que se conoce como 

dinámica interna del sistema descrito en espacio 
de estados en su forma recursiva. En la figura 3, 
se muestra el diagrama del modelo propuesto en 
este trabajo, en donde la salida del sistema de 
referencia y el sistema aproximado, se utilizan 
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para conocer el funcional del error considerando 
la varianza de los ruidos J(k) ya que  respecto al 
gradiente estocástico del funcional ∇Jk, es posible 
obtener el estimador de  parámetros internos del 
sistema âk. El identificador se obtiene a través del 
funcional del error, estimador de parámetros y el 
estado observable retardado. 

ek 

Jk 

 ∇Jk âk 

ŷk 

Figura 3 Filtro digital adaptativo: estimador - 
identificador

Como puede observarse en la figura 3, el filtro 
de identificación, requiere conocida o estimada 
la matriz de parámetros internos del sistema. 
A continuación se describe como se integran la 
estimación y la identificación implementada en 
el filtro [26].

Resultados
Teorema 1. (Estimación de parámetros 
adaptativo SISO). Considérese que un sistema 
es descrito por el modelo estocástico de primer 
orden expresado en diferencias finitas en (1).

 xk+1=akxk+bkvk;... yk=ckxk+dkwk . (1)

Tiene un tiempo de evolución acotado τk<∞ de 
acuerdo con [27] en donde fmaxk

 es la frecuencia 
representativa del sistema y está  acotada fmaxk

 <∞ 
[28] respecto de {w(k), k ≥ 0} y {v(k), k ≥ 0} 
como  procesos estocásticos discretos descritos 
acotados [29] por N(μw=kw, σ2<∞), kw∈ +, 
Nμv=kv, σ

2<∞), kv∈ +y que cumplen con xk, xk+1, 

∈ +
[n 1],k así como con los parámetros ak,bk,ck 

∈ +
1,k. Su estimador en función del estado 

identificado ŷk es descrito en (2).

  (2)

Donde (·)+ describe la seudo-inversa.

Prueba. Considérese  a [30] que el funcional del 
error de manera recursiva descrito es descrito en 
(3).

  (3)

Con error , despejando el estado xk de 
la salida del sistema (1) se tiene (4):

  (4)

Sustituyendo en el estado no observable xk del 
sistema (1) a (4) se obtiene (5)

  (5)

Considerando los ruidos . 
Retrasando (5) y sustituyendo en (1) se tiene  (6)

  (6)

Donde ,  que al 
sustituir la salida (6) en el error de identificación 
se tiene la forma (7).

  (7)

Al  desarrollar el cuadrado de ek de acuerdo con 
(3), se tiene (8)

  (8)

Sustituyendo en (8) en el funcional (3), se tiene 
(9).

    

 . (9)
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El gradiente estocástico de (9) respecto de ~a se 
describe en (10).

  (10)

Lo que genera un punto de equilibrio en el origen 
como se ve en (11).

  (11)

Quedando el estimador con perturbaciones en el 
tiempo k (12).

  (12)

La descripción (12) de acuerdo con las 
propiedades de Hilbert, el operador de esperanza 
matemática queda descrita a través del producto 
punto (13)

  (13)

(13) está en función del estado identificado ŷk y 
con ruidos ortogonales con el estado observable, 
tiene la forma (14).

  (13)

Teorema 2 (Estimación recursiva). El modelo 
(2) con las propiedades de invarianza, tiene la 
forma recursiva, como se observa en (14).

  (14)

Donde  es descrita en (2).

Prueba. Al considerar que (2) es un  proceso 
estacionario y por las propiedades de los espacios 
de  Hilbert se tiene (15).

  (15)

En donde el numerador de (15), se describe en 
(16) como Pk.

  (16)

En (17) se cuenta con el retardo de Pk.

  (17)

Al considerar a (17) en (16) se obtiene (18) como 
una forma recursiva de Pk.

  (18)

La expresión (18) en (15) da como resultado (19):

  (19)

Multiplicando en (19) por qk-1(qk-1)
+ donde qk

+ 
es el denominador  de (15). Al considerar a (15) 
con un retardo se define . Y que 
ambas consideraciones usadas en (20):

  (20)

Separando términos en (20) se obtiene (21): 

  (21)

Cuyos estados son descritos en (22):  

  (22)

Y que reducen  a (22) a la  estructura de (14) ■.

Una vez que se obtiene el parámetro recursivo 
de acuerdo a la identificación, ese resultado, 
sin que el sistema de referencia cuente con otra 
evolución, es   posible realizar la identificación 
por segunda ocasión.

Teorema 3 (Identificación de estados internos 
para sistemas tipo SISO). El estado interno 
del sistema (xk

 ) descrito en (1), tiene como 
identificador a (23):

  (23)
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Y es óptimo si  está descrito en (24).

  (24)

Con error descrito en (11) y funcional del error 
basado en el segundo momento de probabilidad 
así como la varianza del ruido descritos en (25).

 (25)

Prueba. El identificador expresado en (23) 
en relación a los estados internos (xk) y su 
identificador (x̂k), descritos en (1) tienen como 
error de identificación la forma descrita en (26).

  (26)

El proceso de innovación es definido en (27).

  (27)

Al sustituir (27) en (26), se obtiene (28). 

  (28)

En donde la señal observable (yk) en (27) es 
sustituida por (1) así como . Al agrupar 
por términos el error (ek+1) se describe en (29).

  (29)

Los valores propios del parámetro cumplen 
, que son las condiciones de 

estabilidad desde un punto de vista robusto para 
sistemas discretos variantes. Considerando que 

, es factor común en los estados internos 
del sistema de referencia (xk) y sus estados 
identificados (x̂k), como se ve en (30).

  (30)

El error del estado interno e(xk):=(xk - x̂k), que es 
proporcional al error de los estados observables 
e(xk) ≅ ek, de acuerdo con (30) se describe en (31).

  (31)

Al ser , la expresión (31) aplica el 
segundo momento de probabilidad y se obtiene 
(32).

   

  (32)

Con ruidos independientes (32), se reduce a (33).

  (33)

Remplazando en (33) a ( ) se obtiene (34).

  (34)

Desarrollando (34) el funcional Jk+1 se describe 
recursivamente en (35).

 (35)

El gradiente estocástico (∇ J  ) para (35) se 
presenta en (36).

  (36)

De (36) al ser un óptimo la ganancia ( ) se 
resume a la forma de (37).

  (37)

Simulación
Los resultados obtenidos en la ecuación (12) para 
estimar los parámetros internos de un sistema 
visto como caja negra. Se propone describir 
el comportamiento dinámico de un motor de 
Corriente Continua (CC) tipo serie descrito en la 
ecuación (34) y esquemáticamente representado 
en la figura 4.
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Figura 4 Diagrama esquemático del motor  de  CC

Quedando descrito cada uno de sus estados en la 
tabla 2.

Tabla 2 Designación de variables dentro del 
esquema de motor de CC

Estados Constantes

i  = Corriente de la armadura R = Resistencia de 
armadura

u = Voltaje entre terminales L  = inductancia de 
armadura

w = Velocidad del eje del rotor λ0 = Constante de la 
fuerza electromotriz

TL  = Par de carga M  = Momento de inercia 
del rotor y la carga

Una vez representado el modelo matemático del 
comportamiento dinámico del  motor expresado 
por las ecuaciones eléctrica (38) y mecánica (39), 
de manera diferencial.

  (38)

  (39)

Donde (38) y (39) se describen en diferencias 
finitas en (40) y (41).

  (40)

  (41)

δ es el de retardo entre un estado y otro dentro 
un sistema computacional. La ecuación (38) tiene 
la forma recursiva de la ecuación (12) expresada 
en el teorema 2; haciendo posible estimar los 

parámetros internos del sistema tipo caja negra 
(motor de CC).  Despejando a i(k) de la ecuación 
(41) se obtiene (42)

  (42)

La reactancia inductiva XL ya que XL=Lα siendo 
Lα un factor de proporcionalidad (43):

 (43)

Entonces la ecuación (43) toma la forma (44) al 
considerar que de manera simbólica i(k) queda 
descrita por ik, i(k - δ) por ik-δ, u(k) por uk y, w(k) 
por wk. Permitiendo que (43) se describa a través 
de (44)

  (44)

La ecuación (44) se rescribe en (45).

  (45)

Considerando las condiciones iníciales cero, se 
obtiene (46)

  (46)

Que de acuerdo a [23]  haciendo  se 
tiene (47):

  (47)

de tal forma quede (47) se obtienen los parámetros 
descritos en (48).

  (48)

Donde la reactancia inductiva se define  en (49).

  (49)

Para el caso mono-variable (1) en diferencias 
finitas; el estimador (2), de acuerdo a la figura 
2, es graficado respecto a una referencia. 
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Encontrando que la estimación óptima en un 
sentido de probabilidad fue de 0.3 unidades, 
como puede verse en la figura 5.

Figura 5 Estimación óptima en relación con el 
parámetro de referencia, con diferentes condiciones 
iniciales

La estimación en línea sustituida en (3), 
considerando el desarrollo del algoritmo de 
acuerdo con la figura 3. La identificación 
observada en la figura 6, requirió de la matriz de 
ganancias descrita en (17) y, del segundo momento 
de probabilidad del error de identificación. 

Figura 6 Identificación de los estados observables 
con respecto a la señal de referencia

En la figura 7 el funcional del error (25)  del 
proceso de adaptación en el identificador (23) es 
descrito para diferentes parámetros, dentro del 
intervalo [-1, 1].

Figura 7 Funcional del error Jk para diferentes 
parámetros dentro del intervalo de [-1, 1] 

En la figura 7 se observa un decaimiento 
exponencial a partir de las 20  unidades  y llega 
a ser estacionario a partir de las 80 unidades, que 
corresponde al 12% de varianza de  error. 

En la figura 8, se presentan la estimación de los 
parámetros de acuerdo con (21) y a [2], en donde 
se comparan ambos resultados.

Figura 8 Estimación de parámetros dentro del 
intervalo [-1,1] de acuerdo con (21) y son comparados 
con [2]
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Los resultados entre ambos estimadores son 
muy parecidos y llegan a converger con respecto 
sus referencias. Los resultados obtenidos de a 
cuerdo con (21) son utilizados en (23) y [2], lo 
que conlleva a que se tengan los resultados que 
se observan en la figura 9.

Figura 9 Identificación de los estados observables 
(23) y comparación con [2]

La comparación de los resultados del filtro 
identificador (23) y [2], su diferencia es descrita 
por ) donde  es la respuesta del 
identificador propuesto (23) y  es la respuesta 
del identificador propuesto en [2]. Con funcional 
de error descrito de acuerdo con (25), ahora 
desarrollado con respecto al error entre ambos 
identificadores, descrito ahora como Ik 

Como puede observarse desde la figura 7 a la 9, los 
resultados enter ambos procesos de indetificación 
y estimación son muy similares; y explicitamente 
en la figura 9 se observa quien finalmente fue 
el mejor bajo las mismas circunstancias de 
operación, correspondiendo al filtro adaptable 
con los proecesos de estimación y adptación al 
identificador.

Figure 10 Funcional de error de la diferencia del 
identificador propuesto en (23) y el filtro descrito en [2]

Conclusiones
La teoría de identificación en el filtrado digital 
permite conocer la dinámica de los estados 
internos en relación con un sistema de referencia, 
al cual comúnmente se le considera  caja negra.  
El identificador requiere: de la excitación y de 
la señal de salida del sistema, de la función de 
transición,  del retardo del estado del identificado, 
de la ganancia y del proceso de innovación. Por 
otra parte, dentro de la caja negra, los parámetros 
internos son desconocidos; es decir,  no se pueden 
medir directamente y menos aún  construir o 
usar la función de transición requerida en el 
identificador. En este trabajo se propuso que el 
estimador construya la función de transición que 
el identificador requiere y  que conjugadas ambas 
operaciones de filtrado se tiene el proceso de 
adaptación usado en el identificador, ajustando a 
la función de transición en evolución, llegando 
a contar con una convergencia de 0.12 unidades 
como se observa en la figura 7.
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