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Resumen

Resilent backpropagation (RPROP) es una poderosa técnica de optimización 
basada en gradientes que ha sido comúnmente usada para el entrenamiento 
de redes neuronales artificiales, la cual usa una velocidad por cada parámetro 
en el modelo. Aunque esta técnica es capaz de resolver problemas de 
optimización multivariada sin restricciones, no hay referencias sobre su uso 
en la literatura de investigación de operaciones. En este artículo, se propone 
una modificación de resilent backpropagation que permite resolver problemas 
no lineales de optimización sujetos a restricciones generales no lineales. El 
algoritmo propuesto fue probado usando seis problemas comunes de prueba; 
para todos los casos, el algoritmo de resilent backpropagation restringido 
encontró la solución óptima, y para algunos casos encontró un punto óptimo 
mejor que el reportado en la literatura.

----- Palabras clave: optimización no lineal, restricciones, propagación 
hacia atrás, rprop

Abstract

Resilent Backpropagation is a gradient-based powerful optimization technique 
commonly used for training artificial neural networks, which is based on the 
use of a velocity for each parameter in the model. However, although this 
technique is able to solve unrestricted multivariate nonlinear optimization 
problems there are not references in the operations research literature. In this 
paper, we propose a modification of Resilent Backpropagation that allows 
us to solve nonlinear optimization problems subject to general nonlinear 
restrictions. The proposed algorithm is tested using six common used 
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benchmark problems; for all cases, the constrained resilent backpropagation 
algorithm found the optimal solution and for some cases it found a better 
optimal point that the reported in the literature.

-----Keywords: nonlinear optimization, restrictions, backpropagation, 
rprop

Introducción
En el caso más general, las técnicas de optimiza-
ción buscan encontrar el argumento que minimi-
za una función f(·):

	 arg min f ( x
r

) , x
r

 ∈  Rn	 (1)

Sujeta a un conjunto de restricciones descritas 
como igualdades o desigualdades que deben 
cumplirse obligatoriamente:

	 hi ( x
r

) = 0, i=1,…,m	 (2)

	 gi ( x
r

) ≤ 0, i=1,…,m	 (3)

Donde hi(·) y gi(·) son funciones que permiten 
describir la región factible donde se debe bus-
car el mínimo de f(·). Debido a que el problema 
general definido por (1), (2) y (3) enmarca una 
gran cantidad de problemas prácticos de diversa 
índole, se han desarrollado, durante las últimas 
décadas, un número importante de técnicas de 
optimización que dependen de la especificación 
particular que se le de a f(·), gi(·) y hi(·) [1]. 

El problema general definido por (1), (2) y (3) pue-
de ser resuelto mediante métodos determinísticos 
o estocásticos. Los métodos determinísticos utili-
zan el gradiente para guiar el proceso de búsqueda, 
por lo que f(·) debe ser continua y diferenciable. 
En esencia, la dificultad de la búsqueda del punto 
de mínima está relacionada con la complejidad de 
la superficie descrita por f(·), ya que existen puntos 
de mínima local, regiones de gradiente práctica-
mente nulo, cráteres, y muchas otras irregularida-
des que entorpecen el proceso de optimización. El 
proceso se ve aún más dificultado cuando el punto 
de óptima debe ser buscado dentro de una región 
factible, ya que el algoritmo utilizado debe ga-
rantizar la exploración dentro de dicha región. La 
optimización de funciones no lineales utilizando 

técnicas basadas en el gradiente ha sido un proble-
ma tradicional en la investigación de operaciones, 
y existen técnicas cuyo uso ha sido muy difundido, 
tales como los métodos de Newton-Raphson y de 
descenso acelerado. 

La estimación de los parámetros de redes neurona-
les artificiales es un caso particular de (1) en donde 
se desea obtener los pesos de las conexiones que 
minimicen una función de error, tal como el error 
cuadrático medio. La complejidad de este proble-
ma esta asociada a que la superficie de error puede 
llegar a ser bastante compleja e irregular; esta si-
tuación ha motivado la utilización de las mismas 
técnicas generales usadas en investigación de ope-
raciones para la optimización de funciones no li-
neales, así como también al desarrollo de nuevas 
metodologías. En [2] se presenta una amplia dis-
cusión sobre los problemas que adolecen este tipo 
de técnicas para el caso particular de la estimación 
de modelos de redes neuronales, aunque muchas 
de sus conclusiones pueden ser generalizadas en 
el contexto general del problema de optimiza-
ción. Una de las técnicas que ha gozado de bas-
tante aceptación en la comunidad de Inteligencia 
Computacional para la estimación de modelos de 
redes neuronales es el algoritmo RPROP (Resilient 
Backpropagation), que es una técnica basada en 
el gradiente de la función de error [3, 4]. Aunque 
RPROP puede ser utilizado para resolver proble-
mas de optimización multivariable no restringida, 
no existen referencias sobre su uso en el contexto 
general del problema de optimización. Más aún, 
esta técnica no permite el manejo de restricciones, 
limitando su uso en casos prácticos.

Este artículo tiene dos objetivos: primero, pre-
sentar una modificación de RPROP para incor-
porar el manejo de restricciones a través del uso 
de funciones de penalización; y segundo, intro-
ducir el algoritmo propuesto dentro de las técni-
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cas propias de la comunidad de investigación de 
operaciones.

Para cumplir con los objetivos propuestos, el 
resto de este artículo está organizado así: en la 
siguiente sección se discute la versión original de 
RPROP; seguidamente, se introduce un esquema 
para el manejo de restricciones a partir de la fun-
ción de penalización; posteriormente, se utilizan 
varias funciones benchmark para comprobar la 
efectividad del algoritmo propuesto; y finalmen-
te, se concluye.

RPROP (Resilient Backpropagation)

RPROP [3, 4] es una técnica ampliamente utili-
zada para el entrenamiento supervisado de redes 
neuronales artificiales tipo perceptrón multicapa, 
cuyo proceso de búsqueda es guiado por la pri-
mera derivada de f(·); en este caso, f(·) es una me-
dida de la diferencia entre la salida arrojada por 
la red neuronal y el valor esperado. RPROP, y su 
variante iRprop+ por Igel y Hüsken [5], difiere 
de la técnica clásica de propagación hacia atrás 
del error (o algoritmo backpropagation) en que 
las derivadas parciales de la función error sólo 
son usadas para determinar el sentido en que de-
ben ser corregidos los pesos de la red pero no las 
magnitudes de los ajustes. Los algoritmos basa-
dos en backpropagation modifican los valores de 
los parámetros proporcionalmente al gradiente de 
la función de error, de tal forma que en regiones 
donde el gradiente tiende a ser plano el algoritmo 
avanza lentamente; esta modificación se hace a 
través de un único parámetro que controla la ve-
locidad de avance del algoritmo. RPROP utiliza 
parámetros independientes que controlan la velo-
cidad con que se recorre la función objetivo para 
cada uno de los pesos de la red neuronal. RPROP 
tampoco se ve afectado por la saturación de las 
neuronas de la red neuronal, ya que solamente se 
usa la derivada para determinar la dirección en la 
actualización de pesos. Consecuentemente, con-
verge más rápidamente que los algoritmos basa-
dos en backpropagation. 

En ésta investigación se utilizó la variante iR-
prop+, en la cual los parámetros de la red neuro-
nal en la iteración k + 1 son actualizados como: 

	 	 (4)

donde ∆wij es estimado con una función del cam-
bio de signo de la derivada del error entre las ite-
raciones k y k−1 , y del tamaño del paso ∆ tal 
como se realiza tradicionalmente en las técnicas 
basadas en el gradiente. Así, si el signo de la de-
rivada no cambia en las dos últimas iteraciones, 
entonces el tamaño de paso ∆ es incrementado en 
un factor η+ pero limitado a que su valor máximo 
no supere ∆max que corresponde al tamaño máxi-
mo de la modificación de wij.

Cuando se presenta el cambio de signo de las de-
rivadas el algoritmo sobrepaso el punto de mí-
nima; consecuentemente, el tamaño de paso es 
reducido en un factor η- pero limitando el tamaño 
mínimo de modificación de wij a un valor ∆max. Si 
la derivada es cero no se modifica el tamaño de 
paso.

Función de penalización

Con el fin de aprovechar las ventajas menciona-
das y el rendimiento que ofrece la técnica [6] en 
la optimización de perceptrones multicapa, se 
propone el algoritmo CONRPROP (constrained 
RPROP) como una adaptación del algoritmo iR-
prop+ que permite minimizar funciones no linea-
les sujetas a restricciones como las descritas en 
(2) y (3). Para ello es necesario que RPROPCON 
incorpore, además de la técnica de Rprop, una 
técnica de penalización para convertir el proble-
ma de optimización restringida en uno sin restric-
ciones. 

Hoffmeister y Sprave [7] proponen introducir 
una penalización dentro de la función objetivo 
f() que permita medir el grado en que las restric-
ciones descritas por (2) y (3) son violadas. Así, 
RPROP debe operar sobre una nueva función F() 
definida como:

	




Ω∉+
Ω∈

=
xdM

xxf
xF

cc

)(
)( 	 (5)

donde Ω representa la región factible; Mc es el 
máximo conocido en la región factible; y dc es 
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una medida de penalización de las restricciones 
que no se cumplen. En esta implementación, dc 
se define como:

	 { }mmc RHRHd ××= ,,max 11 K 	 (6)

donde Hi es una variable que toma el valor de uno 
si la i-ésima restricción ha sido violada y cero en 
caso contrario; y Ri es el valor que toma gi(x) o 
hi(x) en el punto x. La versión propuesta es pre-
sentada en la figura 1.

Según (5), F() es evaluada al valor máximo de 
f() en la frontera de la región factible causando 
una discontinuidad; así, cualquier punto al inte-
rior de la región factible será preferido a un punto 
en la frontera. Si el punto actual está por fuera 
de la región factible, la penalización dc obliga a 
que el algoritmo se dirija hacia la región factible; 
una vez dentro de ella, iRprop+ opera de la forma 
tradicional. El efecto de la penalización es esque-
matizado en la figura 2, 

Figura 1 Algoritmo CONRPROP

Región Factible

Penalización

f(x)

x

F(x)

Figura 2 Efecto de la penalización en la evaluación 
de la función objetivo

Resultados experimentales y 
comparación

Para comprobar la efectividad del algoritmo CON-
RPROP se realizaron una serie de pruebas con 
los problemas de optimización presentados en la 
Tabla 1; cada uno de ellos presenta una relativa 
complejidad y han sido comúnmente usados en la 
literatura para la comparación de técnicas de opti-
mización. El problema 1 posee dos restricciones: 
una inecuación no lineal y una ecuación lineal, fue 
abordado en [8]. El 2 no posee restricciones [9]; el 
3 fue diseñado con un punto estacionario no ópti-
mo en f ( x

r ) ≈ 8, esto puede causar una convergen-
cia prematura [10]; en el 4 la función objetivo fue 
definida fuera de la región factible [11]; el 5 está 
sujeto a dos restricciones: una inecuación no lineal 
y otra lineal [8]; y el problema 6 posee 5 variables, 
está sujeto a 6 inecuaciones no lineales y 10 lími-
tes sobre las variables independientes, nótese que 
en la función objetivo los coeficientes de x2 y x4 
son cero, es decir, x2 y x4 no están incluidos en la 
definición de f ( x

r ). 

En la tabla 1, se presentan los resultados experi-
mentales obtenidos, estos muestran que el des-
empeño al resolver problemas de programación 
no lineal con CONRPROP es satisfactorio. En 
la mayoría de los problemas, el resultado de la 
optimización es mejor que el reportado por otros 
autores; este es el caso de los problemas 1, 5 y 6 
donde el punto óptimo es menor que el reportado. 
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Para los problemas 2 y 3 los puntos obtenidos son 
iguales a los alcanzados por otras técnicas. Por 
otro lado, aunque para el problema 4 el óptimo 
logrado es mayor que el reportado, la aproxima-
ción obtenida es muy cercana. Cabe anotar que 

Tabla 1 Soluciones obtenidas usando RPROPCON

Problema Punto de inicio Resultado
reportado

RPROP

1. Minimizar:

Sujeto a:

No Factible )x(f *r 1,3930 1,3910

*x1
0,8230 0,8239

*x2
0,9110 0,9118

2. Minimizar: )x(f *r 0,0000 0,0000

*x1
1,0000 1,0000

*x2
1,0000 1,0000

3. Minimizar:

Sujeto a:

Factible )x(f *r 0,0000 0,0000

*x1
1,0000 1,0000

*x2
1,0000 1,0000

*x3
1,0000 1,0000

*x4
1,0000 1,0000

4. Minimizar:

Sujeto a:

)x(f *r -45,7780 -45,7785

*x1
9,3510 9,3503

*x2
9,3510 9,3503

*x3
9,3510 9,3503

M M M

*x10
9,3510 9,3503

en el problema 3, CONRPROP superó el punto 
estacionario no óptimo y llegó al óptimo global, 
mientras que para el 4, donde la función fue defi-
nida fuera de la región factible, RPROPCON en-
contró un punto muy cercano al reportado.
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Tabla 1 continuación
Problema Punto de inicio Resultado

reportado
RPROP

5. Minimizar

Sujeto a:

No Factible )x(f *r 1,0000 0,9989

*x1
1,0000 1,0005

*x2
1,0000 0,9997

6. Minimizar:

Restricciones:

Factible )x(f *r

*x1

*x2

*x3

*x4

*x5

-30.665,50

78,000

33,000

29,995

45,000

36,776

-30.531,00

78,280

33,440

30,730

45,001

34,880

Conclusiones
En éste trabajo se presentan los resultados obte-
nidos al resolver problemas de optimización no 
lineal con restricciones usando una técnica propia 
de la optimización de redes neuronales, RPROP. 
Las contribuciones de este trabajo están relaciona-
das con los siguientes aspectos: Se propone CON-

RPROP como una adaptación y generalización de 
la técnica de RPROP, incorporando una función de 
penalización para resolver problemas de optimiza-
ción no lineal. Dados los resultados presentados, 
se comprobó experimentalmente que la efectivi-
dad de RPROPCON al resolver problemas de pro-
gramación no lineal es satisfactoria. 
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