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Resumen

Múltiples fenómenos biológicos se han descrito mediante modelos matemáticos 
formulados a partir de ecuaciones de reacción difusión. La solución de este 
tipo de ecuaciones da lugar a la formación de patrones espacio-temporales que 
se ajustan a la realidad biológica del fenómeno modelado. En este artículo se 
describe la implementación numérica de tres modelos de reacción difusión bien 
referenciados: el modelo de morfogénesis de Schnakenberg, y los modelos de 
reacción cinética de Gierer-Meinhardt y Thomas. El objetivo es analizar el 
conjunto de parámetros asociados con la formación de los patrones espacio-
temporales. La implementación numérica se realiza utilizando el método de 
los elementos finitos en dominios unidimensionales y bidimensionales. Se 
concluye que la formación de patrones espacio-temporales en modelos de 
reacción difusión depende de los parámetros constantes del modelo, de las 
condiciones iniciales y de la técnica de implementación. El análisis de estas 
dependencias es útil para la formulación y validación de nuevos modelos 
matemáticos que describan fenómenos biológicos.

----- Palabras clave: Modelos de reacción difusión, formación de 
patrones, método de elementos finitos, biología matemática

Abstract

Several biological phenomena have been described using mathematical 
models based on reaction diffusion equations. The solution of this type of 
equations gives rise to formation of spatial-temporal patterns, in agreement 
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with the biological reality of the simulated phenomenon. This article 
describes the numerical implementation of a set of three well-known reaction 
diffusion models: the morphogenesis Schnakenberg model, and the Gierer-
Meinhardt and Thomas reaction kinetics models. The aim is to analyze the 
set of parameters associated with the spatial-temporal pattern formation. The 
numerical implementation was performed using the finite element method in 
one dimensional and two dimensional domains. It was concluded that spatial-
temporal pattern formation in reaction diffusion models depends on the 
constant parameters of the model, the initial conditions and the implementation 
technique. The analysis of these dependences is useful in the formulation and 
validation of new mathematical models describing biological phenomena. 

----- Keywords: Reaction diffusion models, pattern formation, finite 
element method, biomathematics

Introducción

La formación de patrones biológicos espacio 
temporales es descrita a través de diversos tipos 
de modelos matemáticos [1-3]. Uno de estos ti-
pos de modelos corresponde a los modelos ba-
sados en ecuaciones de reacción difusión. Estos 
modelos describen las interacciones químicas 
que generan patrones complejos en el espacio y/
o el tiempo como la interacción de términos de 
transporte, síntesis y degradación que dependen 
de las sustancias químicas presentes en el domi-
nio de análisis [2, 4]. En 1952 A. Turing [5] fue el 
primero en observar y atribuir a las interacciones 
químicas la auto-formación de patrones en la na-
turaleza y estudió las soluciones de los modelos 
biológicos descritos por ecuaciones de reacción 
difusión. En ellas encontró que pueden existir 
tres tipos de inestabilidades: a) oscilatorias en el 
tiempo y uniformes en el espacio, relacionadas 
con las inestabilidades de Hopf independientes 
del espacio, b) estacionarias en el tiempo y perió-
dicas en el espacio, y c) oscilatorias en el espacio 
y en el tiempo [6]. Turing demostró además que 
un sistema químico de reacción difusión puede 
evolucionar hacia patrones espaciales heterogé-
neos desde un estado estacionario uniforme en 
respuesta a pequeñas perturbaciones [1, 2, 3, 7]. 
Conforme a esto, estableció que la difusión pue-
de llevar un sistema químico a la inestabilidad, 
induciendo así la formación de un patrón espa-
cial donde antes no existía. Este tipo de inesta-

bilidad, estacionaria en el tiempo, es más cono-
cida como inestabilidad de Turing [3, 7, 8]. En 
el caso biológico, la formación de patrones está 
relacionada con la distribución de sustancias que 
reaccionan y se difunden en cierta geometría [4, 
8, 9]. En el desarrollo tisular, por ejemplo, estas 
sustancias son consideradas como marcadores 
que contienen alguna información que el tejido 
necesita para su crecimiento, formación y madu-
ración [10-12]. Tal es el caso de un organismo en 
etapa embrionaria, donde sus extremidades están 
en crecimiento y determinadas sustancias pueden 
indicarle en qué zonas y en cuáles direcciones 
debe crecer [13]. La complejidad de estos mode-
los deriva en la dificultad de obtener soluciones 
analíticas, debido condiciones de no linealidad y 
la dependencia respecto a la geometría del domi-
nio de solución [14]. Debido a esto, en diversas 
aplicaciones se obtiene una solución mediante 
el uso de métodos numéricos implementados en 
computador [2, 3, 9]. En este artículo se descri-
be la implementación numérica del conjunto de 
ecuaciones de reacción difusión que componen 
tres modelos biológicos conocidos: el modelo de 
morfogénesis de Schnakenberg, y los modelos de 
reacción cinética de Gierer-Meinhardt y Thomas 
[2, 8, 9, 15]. Las soluciones se obtuvieron uti-
lizando la discretización en espacio a través del 
método de los elementos finitos, y la discretiza-
ción en tiempo por el método Backward Euler, 
analizando tanto el caso unidimensional como el 
bidimensional. En la siguiente sección se descri-
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be el modelamiento por ecuaciones de reacción 
difusión. Luego se hace mención a los modelos 
biológicos analizados y a la técnica de imple-
mentación utilizada. Finalmente, se presentan y 
discuten los resultados obtenidos, y se formulan 
algunas conclusiones. 

Ecuaciones de reacción difusión

De la misma manera que una gota de tinta evo-
luciona en el tiempo en un recipiente con agua, 
ciertas sustancias se mueven en sus medios me-
diante un proceso que se denomina difusión. 
Algo similar ocurre cuando el extremo de una 
barra, inicialmente con una distribución de tem-
peratura homogénea, se lleva a una temperatura 
superior a la de cualquier otra zona de la barra. 
Se puede decir que la temperatura se difunde a lo 
largo de la barra. Por otro lado, cuando dos o más 
sustancias se encuentran en un medio cualquiera, 
se puede producir una reacción entre las mismas 
caracterizada por procesos de consumo, destruc-
ción o transformación. Si se consideran los dos 
fenómenos conjuntamente, es decir, la difusión 
y la reacción, cada sustancia se puede modelar 
a partir de ecuaciones de reacción difusión, y al 
conjunto de dos o más sustancias se le denomina 
sistema de reacción difusión [7, 14]. Sea u(t,x) la 
concentración de una sustancia, con t el tiempo 
y x la variable espacial. El movimiento de u(t,x), 
o término difusivo, indica los cambios en la con-
centración desde puntos de mayor concentración 
hacia puntos de menor concentración [15-17]. 
Este principio es conocido como Ley de Fick y 
se expresa de la siguiente forma (1), donde J es 
el vector de flujo de u(t,x), y D es el coeficiente 
de difusión. 

	 ),(),( xxJ tuDt ∇−= 	 (1)

A su vez, la reacción entre dos o más sustancias 
establecen un término reactivo adicional en la 
función de concentración u(t,x) denotado por 
f(t,x,u). De acuerdo al principio de conservación, 
la razón de cambio de la cantidad de materia con-
tenida en un volumen V debe ser igual al flujo 
neto de materia a través de la superficie S que 

la delimita, más la cantidad de materia transfor-
mada al interior de V debido al término reactivo. 
Esto expresado matemáticamente es (2):

	 	 (2)

En (2) n es el vector normal a la superficie S. Uti-
lizando el teorema de la divergencia en el término 
difusivo y combinando (1) y (2) se obtiene (3):

	 	 (3)

La ecuación (3) corresponde a una ecuación dife-
rencial definida en el dominio Ω=V con unas con-
diciones de contorno definidas por la superficie 
Γ=S que rodea al volumen V. Para garantizar que 
el patrón espacial formado se deba únicamente 
a la organización al interior del contorno, y no a 
flujos externos, se deben asumir condiciones de 
flujo en el contorno iguales a cero [14]. Expre-
sando (3) en forma diferencial se obtiene (4): 

	 	 (4)

La ecuación (4) se conoce como ecuación de re-
acción difusión y permite predecir la evolución 
de la sustancia denotada como u(t,x). Si se tie-
nen dos sustancias, el sistema de ecuaciones de 
reacción difusión puede escribirse en su forma 
adimensional como (5): 

	 ),(2 vufu
t

u +∇=
∂
∂

	 (5a)

	 ),(2 vugvd
t

v +∇=
∂
∂ 	 (5b)

En la ecuación (5) u(t,x) y v(t,x) son las concen-
traciones de las dos sustancias, f(u,v) y g(u,v) 
son los términos reactivos y d es el coeficiente 
de difusividad dado por la adimensionalidad del 
sistema.



68

Rev. Fac. Ing. Univ. Antioquia N.° 48. Junio 2009

Inestabilidad de Turing

Supóngase que en (5) los términos difusivos 
( u2∇ , v2∇ ) son cero y que existe un estado 
estacionario estable. Si al incluir nuevamen-
te los términos difusivos el sistema no alcan-
za dicho estado estacionario estable, se dice 
entonces que el sistema de ecuaciones en (5) 
presenta inestabilidades por difusión o inestabi-
lidades de Turing [14, 16]. El análisis matemáti-
co de la inestabilidad de Turing predice el tipo y 
forma de los patrones emergentes de la solución 
temporal de las ecuaciones de reacción difusión 
[2, 7, 18]. El primer paso del análisis es desaco-
plar el término de variación espacial para garan-
tizar la estabilidad temporal. Luego se incorpora 
el término difusivo y se determina el espacio de 
parámetros que producen la inestabilidad espa-
cial [1, 2, 7, 16]. Esta metodología aplica para un 
sistema de reacción difusión como el de la ecua-
ción (5). En ausencia de difusión, el sistema en 
(5) queda reducido a (6):

	 ),(
t
u

vuf=
∂
∂

	 (6a)

	 ),(
t

v
vug=

∂
∂ 	 (6b)

El estado uniforme de (6) es (u,v)=(u0,v0) tal que 
(7): 

	 0),(),( 0000 == vugvuf 	 (7)

La inestabilidad de Turing tiene lugar cuando 
el estado estacionario (u0,v0) en (7) es estable 
en ausencia de difusión y se torna inestable en 
presencia del término difusivo. Se puede demos-
trar que para que un sistema de reacción difusión 
como el mostrado en (5) presente formación de 
patrones espacio-temporales se debe restringir el 
espacio de parámetros del sistema [9, 16]. Estas 
restricciones dan lugar al denominado espacio de 
Turing o espacio matemático al interior del cual 
el sistema exhibe la formación de patrones espa-
cio-temporales. Este espacio está descrito por el 
siguiente conjunto de desigualdades (8) [2, 16]: 

	 0<+ vu gf 	 (8a)

	 0>− uvvu gfgf 	 (8b)

	 ( ) 02
12 >+ kgDfD vu 	 (8c)

	 ( ) ( ) 04 21
2

12 >−−+ uvvuvu gfgfDDgDfD 	 (8d)

Los términos fu, fv, gu y gv en (8) representan las 
primeras derivadas de los términos de reacción 
respecto de las concentraciones u y v, evaluadas 
en el estado estacionario. D1 y D2 son los coefi-
cientes de difusión de las sustancias u y v, y k 
es el autovalor de la solución de (5) usando el 
método de separación de variables [2, 16]. Una 
condición adicional permite aislar un patrón de 
formación espacial o modo de onda mediante la 
selección adecuada de los parámetros del modelo 
[18, 19]. Para la solución de un sistema de reac-
ción difusión el modo de onda es el número de 
medio ciclos de onda coseno que describen los 
patrones espaciales en la dirección de cada uno de 
los ejes coordenados [16, 18]. Como se muestra 
más adelante, una adecuada selección de paráme-
tros en cada modelo permite obtener diferentes 
modos de onda y, en general, diferentes patrones 
espacio-temporales.

Modelos biológicos 

Entre la gran variedad de modelos biológicos ba-
sados en ecuaciones de reacción difusión [2, 3, 
4, 6, 13, 15], existen tres modelos ampliamente 
documentados y analizados: el modelo de Sch-
nakenberg, el modelo de Gierer-Meinhardt y el 
modelo de Thomas. 

Modelo de Schnakenberg

El modelo de Schnakenberg es conocido por ser 
uno de los modelos de reacción difusión más sen-
cillo y utilizado en morfogénesis. En su forma 
adimensional, el modelo está descrito por las si-
guientes ecuaciones (9) [2, 7, 15]:

	 ( ) uvuua
t

u 22 ∇++−=
∂
∂ γ 	 (9a)
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	 ( ) vdvub
t

v 22 ∇+−=
∂
∂ γ 	 (9b)

Este modelo determina el comportamiento de un 
químico activador en presencia de un químico in-
hibidor. Si u es el químico activador, la reacción 
cinética es tal que en la ecuación (9a) el término 
u2v representa la producción de u en presencia de 
v, en tanto que en la ecuación (9b) el mismo tér-
mino representa el consumo de v en presencia de u 
[18]. Las constantes a, b, d y γ son todas paráme-
tros positivos, donde a y b corresponden a valores 
de producción, γ es una constante adimensional y 
d es el coeficiente de difusión [2, 15, 18].

Modelo de Gierer-Meinhardt

El modelo de Gierer-Meinhardt es un modelo fe-
nomenológico de reacción cinética en el que una 
de las sustancias químicas, el activador, inicia la 
producción de la segunda sustancia, el inhibidor, 
que a su vez detiene la producción del activador. 
En su forma adimensional, el modelo está dado 
por las siguientes ecuaciones (10) [8, 9, 18]:

	 	 (10a)

	 ( ) vdvu
t

v 22 ∇+−=
∂
∂ γ 	 (10b)

En (10) u es la sustancia activadora y v es la sus-
tancia inhibidora. Las constantes a, b, d y γ son 
todas parámetros positivos adimensionales y k es 
una medida de la concentración de saturación. En 
la ecuación (10a) el término  re-
presenta tanto auto-catálisis en u con saturación 
para altos valores de concentración, como inhibi-
ción de u mediante la producción de v [9].

Modelo de Thomas

El modelo de Thomas se basa en la reacción de 
inhibición entre el oxígeno como sustrato y el 
ácido úrico en presencia de la enzima uricasa 
[4, 9]. En su forma adimensional, el modelo está 
descrito por las ecuaciones dadas en (11), donde 
u representa al oxígeno y v representa la uricasa.

	 ( ) uvuhua
t

u 2),( ∇++−=
∂
∂ γ 	 (11a)

	 ( ) vdvuhvb
t

v 2),( ∇+−−=
∂
∂ αα 	 (11b)

En (11) las constantes a, b, γ, α, ρ y d son todos 
parámetros positivos. El término h(u,v) represen-
ta la inhibición por sustrato, inversamente pro-
porcional al valor de u.

En la siguiente sección se presenta la técnica de 
solución numérica utilizada para implementar los 
modelos anteriores mediante el método de los 
elementos finitos.

Metodología
Como los sistemas de ecuaciones de reacción di-
fusión están expresados en términos de dos va-
riables independientes, a saber, el tiempo (t) y 
la posición (x), su implementación numérica se 
suele realizar tratando independientemente estas 
dos variables [9, 18, 19]. En este trabajo se utiliza 
el método de elementos finitos para la discretiza-
ción espacial y un esquema de diferencias finitas 
implícito del tipo Backward Euler para la discre-
tización temporal. El sistema no lineal resultan-
te, como consecuencia de la no linealidad de los 
términos reactivos, se resuelve usando el método 
de Newton-Raphson para la determinación de los 
ceros de una función [2, 20]. En seguida se des-
criben en detalle las técnicas usadas.

Método de los elementos finitos
El empleo del método de los elementos finitos 
permite transformar el sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales mencionado en (5), en un 
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
respecto del tiempo [21]. Su implementación se 
hace a partir de la forma débil del sistema, para lo 
cual inicialmente se realiza el producto interno de 
las ecuaciones por una función de prueba:

	 },)({)( 22
1 L

y
w

x
w

LwHw ∈
∂
∂

∂
∂Ω∈=Ω∈ 	 (12)

En (12) L2(Ω) es el conjunto de funciones cua-
drado integrables, es decir:
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	 }{)(
2

2 ∫Ω
∞<Ω=Ω dffL 	 (13)

Luego, se restringe el espacio de posibles solu-
ciones de u al espacio de Sobolev H1(Ω) y se rea-
liza el producto interno en H1(Ω), definido como 

( ) Ω⋅⋅= ∫Ω
dbaba, . Tomando inicialmente la

 ecuación (5a), a partir de (12) y (13) se obtiene 
(14) [20, 21]: 

	 ( ) ( )wvufwuw
t

u
),,(,, 2 +∇=







∂
∂

	 (14)

Mediante el Teorema de Green y reemplazando 
las condiciones de frontera homogéneas, la ex-
presión (14) puede expresarse como (15):

	 ( ) ( )wvufwuw
t

u
),,(,, +∇∇=







∂
∂ 	 (15)

A partir de (15), el sistema de ecuaciones en (5) 
se discretiza usando el método de Bubnov-Galer-
kin, aproximando u y v como sigue (16) [2]: 

	 i

N

i
i

h uyxNyxu ∑
=

=
1

),(),( 	 (16a)

	 i

N

i
i

h wyxNyxw ∑
=

=
1

),(),( 	 (16b)

En (16) N es la cantidad de nodos de la malla usa-
da y las funciones uh y wh pertenecen a un espacio 
de dimensión finita )(1 ΩhH , cuya base está for-
mada por las funciones Ni, conocidas como fun-
ciones de forma [20]. Usando las expresiones en 
(16), la ecuación en (15) se transforma en (17):

	 	 (17)

Al aplicar las propiedades del producto interno, a 
partir de (17) se obtiene (18):

	 	 (18)

De esta manera, la ecuación en (18) es la transfor-
mación de (5a) de su forma continua en una expre-
sión equivalente discreta en el espacio. El mismo 
procedimiento se sigue para la ecuación (5b). Adi-
cionalmente, para obtener un sistema equivalente 
al expresado en (5) que pueda ser implementado y 
solucionado en un computador, es necesario com-
plementar el procedimiento hasta ahora mencio-
nado con la discretización de la segunda variable 
independiente, es decir, el tiempo.

Discretización en el tiempo

Para discretizar en el dominio del tiempo la ex-
presión (18) se utiliza el método de las diferencias 
finitas en atraso (Backward Euler). Asumiendo 
que k

iu  representa la concentración en el instante 
k para el nodo i, que k

i
k
i

h uuu −=∆ +1  y que t∆  
representa el paso de tiempo elegido, la expre-
sión (18) puede escribirse como (19):

	 (19)

Al reordenar los términos en (19) se obtiene (20):

	 (20)

La expresión (20) corresponde al equivalente dis-
creto en tiempo de la expresión (18). De manera 
similar, el equivalente discreto en tiempo para la 
expresión (5b) es de la forma (21):

	(21)
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Método de Newton-Raphson

Siguiendo los procedimiento anteriores, el pro-
blema de expresar el sistema en (5) en su forma 
discreta, conforme a las expresiones (20) y (21), 
se transforma en la determinación de los ceros 
de las funciones ),( vuF y ),( vuG . Es decir, el 
problema se convierte en determinar los valores 

1+k
iu y 1+k

iv  para los cuales las formas F y G del 
sistema en (5) son cero [20, 21]. 

El método de Newton-Raphson permite aproximar 
los valores buscados mediante un proceso iterativo 
que converge rápidamente (de forma cuadrática) a 
los valores de las raíces buscadas [2], a través del 
sistema lineal de ecuaciones dado por (22):

	 	 (22)

Utilizando la forma matricial abreviada, el sis-
tema de ecuaciones de la expresión (22) puede 
escribirse como (23):

	 RHSuA −=∆⋅ 	 (23)

En (23) A es la matriz de rigidez tangente, RHS 
es el vector de residuo, y Δu es el vector de in-
crementos. Este vector Δu corresponde además 
al vector de incógnitas que satisfacen las expre-
siones (20) y (21). La matriz A y el vector RHS 
son conocidos para un paso de tiempo i y resuel-
ven calculando para cada paso de tiempo i+1. La 
solución del sistema (22) permite determinar de 
manera aproximada el valor de los incrementos 
Δuh y Δvh, que se considera es alcanzado cuan-
do los elementos del vector RHS son menores 
que cierta tolerancia elegida (en nuestro caso 
1x10-6). Con el valor de los incrementos se cal-
culan las concentraciones en el instante actual 

hk
i

k
i uuu ∆+=+1  y hk

i
k
i vvv ∆+=+1 . A partir de 

estos valores se puede iniciar un nuevo proceso 
iterativo para calcular 2+k

iu  y 2+k
iv  [2, 20, 21].

Resultados

Los siguientes resultados corresponden a la im-
plementación numérica de los modelos biológi-
cos mencionados utilizando la técnica numéri-
ca propuesta en la sección anterior y una rutina 
de usuario programada en Fortran. El hardware 
utilizado es un PC de escritorio con procesador 
AMD Athlon 64 de 2.4 GHz y 1 GB de memoria 
RAM.

Caso unidimensional

Utilizando un segmento de longitud unitaria, se 
estudió la formación de patrones en una dimen-
sión. En este caso, los tres modelos biológicos 
mencionados fueron implementados utilizando 
una segmentación del dominio en 300 elemen-
tos de tres nodos cada uno, para un total de 601 
nodos. Las figuras 1, 2 y 3 muestran el estado 
estable en una dimensión para los tres modelos 
de reacción utilizados. Para cada modelo se pre-
senta la formación de patrones en los cuatro pri-
meros modos de onda disponibles, a saber, modo 
1, modo 2, modo 3 y modo 4. 

Caso bidimensional

Para el caso bidimensional se implementó el mo-
delo de Schnakenberg en un dominio cuadrado 
de lado unitario. Se utilizaron mallas de 36, 144, 
625, 2.500 y 10.000 elementos cuadráticos isopa-
ramétricos. Los patrones obtenidos se muestran 
en las figuras 4, 5 y 6. Se presentan los resulta-
dos en una gráfica bidimensional donde los tonos 
más claros representan valores de concentración 
baja y los oscuros valores de concentración alta. 
Los medios tonos representan estados interme-
dios de concentración. Se analizan las distintas 
mallas y varios modos de oscilación en el espa-
cio. En todos los casos la respuesta evoluciona 
gradualmente desde su condición inicial hacia los 
patrones de estado estable descritos por la teoría 
y los valores de γ y d determinaron los modos de 
oscilación en el espacio como se referencia en la 
literatura [2, 19]. 
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Figura 1 Patrones de estado estable de la 
concentración de u en una dimensión, usando el 
término de reacción de Schnakenberg con d=10. Las 
curvas de menor amplitud representan las condiciones 
iniciales. Las curvas restantes representan el valor de 
la concentración en el dominio considerado. a. Modo 
1, γ=35; b. Modo 2; γ=130; c. Modo 3; γ=250; d. Modo 
4; γ=465. Se usaron pasos de tiempo Δt =0,01 y se 
requirieron 100 iteraciones en todas las simulaciones
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Figura 2 Patrones de estado estable de la 
concentración de u en una dimensión, usando el 
término de reacción de Thomas con d=30 Las curvas 
de menor amplitud representan las condiciones 
iniciales. Las curvas restantes representan el valor de 
la concentración en el dominio considerado. a. γ=32; 
b. γ=130; c. γ=250; d. γ=460. Se usaron pasos de 
tiempo Δt =0,01 y se requirieron 100 iteraciones en 
todas las simulaciones
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Figura 3 Patrones de estado estable de la 
concentración de u en una dimensión, usando el 
término de reacción de Gierer-Meinhardt con d=72. 
Las curvas representan la concentración a lo largo 
del dominio considerado. a. γ=70; b. γ=270; c. γ=650; 
d. γ=1100. Se usaron pasos de tiempo Δt =0,01 y se 
requirieron 100 iteraciones en todas las simulaciones
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Figura 4 Estado estable en un sistema de 
reacción difusión usando el término de reacción 
de Schnakenberg, en el modo (1,0) (γ=29; d=10). 
Concentración de u. a. 36 elementos, b. 144 
elementos, c. 625 elementos, d. 2.500 elementos. 
Se usaron pasos de tiempo Δt=0,01 y se requirieron 
1.000 iteraciones en todas las simulaciones
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Figura 5 Estado estable en un sistema de 
reacción difusión usando el término de reacción 
de Schnakenberg, en el modo (2,2) (γ=230,82; 
d=8,6676). Concentración de u. a. 36 elementos, b. 
144 elementos, c. 625 elementos, d. 2.500 elementos. 
Se usaron pasos de tiempo Δt=0,01 y se requirieron 
1.000 iteraciones en todas las simulaciones
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Figura 6 Estado estable en un sistema de 
reacción difusión usando el término de reacción 
de Schnakenberg, en el modo (3,3) (γ=435,99; 
d=8,6076). Concentración de u. a. 36 elementos, b. 
144 elementos, c. 625 elementos, d. 2.500 elementos. 
Se usaron pasos de tiempo Δt=0,01 y 1.000 en todas 
las simulaciones 

Discusión
La implementación numérica de tres modelos 
biológicos conocidos descritos por ecuaciones 
de reacción difusión para el caso unidimensional 
y bidimensional permite verificar la formación 
de patrones espaciales propia de cada modelo. 
La metodología utilizada se presenta como una 
herramienta flexible para la implementación de 
diferentes sistemas de reacción difusión en do-
minios fijos en una, dos e incluso tres dimensio-
nes [18, 19, 20]. Para el caso unidimensional y 
bidimensional se observa que la formación de 
patrones espacio-temporales esta relacionada con 
los valores de los parámetros del modelo (figuras 
1-6). Estos parámetros, a su vez, pertenecen al 
espacio de Turing al interior del cual se cumplen 
las condiciones dadas por (8) y se garantiza tanto 
la inestabilidad espacial como la estabilidad tem-
poral [7, 8]. Un análisis detallado del espacio de 
Turing permite establecer rangos específicos para 
los parámetros que condicionan tanto la aparición 
como la evolución de la característica espacio-
temporal de la solución [16]. 

Los resultados obtenidos concuerdan con los 
resultados reportados por otros autores [2, 18]. 
Biológicamente, los patrones espacio-tempora-
les encontrados son similares a los patrones de 
pigmentación en la piel de algunos animales [1, 
15], al comportamiento de activación e inhibi-
ción que gobierna la interacción entre diferentes 
sustancias [4, 7] y a la aparición de zonas de 
formación y crecimiento de organismos vivos 
[2, 10], entre otros. Se determinó además que 
el estado estable es independiente de las condi-
ciones iniciales, incluso cuando éstas se encuen-
tran alejadas del estado estacionario. En el caso 
bidimensional se observa que para cada modo 
de onda se obtienen resultados cualitativamen-
te similares entre las diferentes mallas usadas, 
siempre que la geometría del patrón espacial sea 
mayor que las dimensiones de uno de los ele-
mentos de la malla (véase los puntos oscuros de 
las figuras 5 y 6). Cuando las dimensiones del 
elemento son mayores a las del patrón espacial 
esperado se obtienen patrones erróneos. La fi-
gura 7 muestra el caso del modo de onda (4,4), 
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resuelto usando mallas de 36, 144, 625 y 2.500 
elementos. En los dos primeros casos, se ob-
serva que el patrón no coincide con el esperado 
modo de onda (4,4), esto es, un total de cuatro 
cambios en el valor de la amplitud del patrón 
en cada una de las direcciónes x y y. Este hecho 
pone en evidencia el problema de distorsión del 
patrón espacial por deficiencias del mallado. En 
general, el uso de mallas con mayor número de 
elementos permite aumentar la exactitud de la 
solución numérica y a su vez obtener un mejor 
ajuste del patrón buscado [2]. No obstante, la 
semejanza entre los dos últimos casos permite 
concluir que un aumento exagerado del mallado 
(2.500 elementos), desde el punto de vista cua-
litativo, puede no representar una mejora sus-
tancial en la solución, siempre que el mallado 
con 650 elementos ya permite obtener el patrón 
espacio-temporal esperado [21]. 
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Figura 7 Estado estable en un sistema de 
reacción difusión usando el término de reacción 
de Schnakenberg, en el modo (4,4) (γ=909,66; d= 
8,6076). Concentración de u. a. 36 elementos, b. 144 
elementos, c. 625 elementos, d. 2.500 elementos. Se 
usaron pasos de tiempo Δt=0,01 y 1.000 en todas las 
simulaciones

Los patrones bidimensionales no en todos los ca-
sos se presentan con la misma orientación para 
todas las mallas usadas (figura 4). Con la meto-

dología usada y por la simetría de las soluciones 
analíticas para el sistema linealizado en las direc-
ciones x y y, no se puede garantizar la aparición 
de las oscilaciones en direcciones específicas, 
aunque es posible predecir la presencia de osci-
laciones en dirección horizontal y en dirección 
vertical. La técnica utilizada permite incluir otros 
términos en el modelo que hacen referencia, por 
ejemplo, a las deformaciones del dominio debido 
a fuerzas externas. Trabajos futuros podrían ex-
tenderse al estudio de la formación de patrones 
en dominios crecientes, como en el caso de un 
organismo vivo donde la formación de patrones 
se puede presentar durante la etapa de crecimien-
to [2, 3]. 

La implementación numérica utilizada propor-
ciona una solución a problemas complejos que 
requiere de menor costo computacional y per-
mite obtener una mejor aproximación numérica, 
siempre que el dominio, el mallado y las carac-
terísticas temporales sean bien especificados [2]. 
De esta manera, se espera que la técnica de solu-
ción empleada sea de utilidad en la formulación 
e implementación de modelos matemáticos bio-
lógicos complejos que describan fenómenos de 
crecimiento y desarrollo celular y tisular.
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