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Resumen

En este articulo se presenta una generalizacion de las operaciones basicas de
la morfologia matematica de conjuntos, debido a que es capaz de obtener de
forma geométrica descriptores estadisticos en el codominio del operador (Z=
{0,1}).Alosresultados de esta generalizacion se le han denominado operadores
k-estadisticos. Estos operadores no son tan exigentes con respecto a lo que
se espera de la traslacion de un elemento estructural al interceptarlo con un
conjunto original, como las operaciones basicas de dilatacion y erosion. Mas
aun, un solo operador k-estadistico representa un conjunto funcionalmente
completo, e incluye la erosion y la dilatacion como casos particulares. En un
operador k-estadistico, la condicion de pertenencia al resultado de la operacion
depende de que el area (nimero de elementos) de la interseccion entre la
traslacion del elemento de estructura y el conjunto original sea al menos de
magnitud &. Como consecuencia, con un solo parametro (k) se pueden crear
toda la gama de operadores que van desde erosion hasta dilatacion y, por ende,
otro tipo de aperturas y cerraduras que tengan comportamientos intermedios,
como alternativa a la solucion de diversos problemas en procesamiento de
imagenes binarias.

----- Palabras clave: Morfologia matematica, dilatacién, erosion,
apertura, cerradura

Abstract

A generalization of the basic operators in mathematical morphology is
presented in this paper. The resulting generalization lead to the construction
of the k-statistical operators, due to its ability to obtain geometricaly the
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statistical descriptors within the range of the operator (Z={0,1}). These
operators can be less strict as to the expected result as in the basic operators of
dilation and erosion. Furthermore, a single A-statistical operator represents a
functional complete set that includes erosion and dilation as particular cases.
In a k-statistical operator, the condition to obtain the resulting set depends on
whether the area (number of elements) of intersection between the translated
structural set and the original set is at least equal to k. As a consecuence, a
single parameter (k) is able to create a manifold of operators ranging from
erosion to dilation. Hence, other kinds of openings and closings with new
behavior are created as alternative solutions to binary image processing

problems.

----- Keywords: Mathematical morphology, dilatation, erosion, opening,

closing

Introduccion

Lamorfologia matematica es una excelente herra-
mienta para extraer componentes de un objeto de
interés, utiles para representar y describir la for-
ma de una region, tales como fronteras y esque-
letos. La morfologia matematica se ha utilizado
con gran éxito en el procesamiento de imagenes
y el lenguaje utilizado es la teoria de conjuntos,
dado que una imagen binaria se representa por
medio de un conjunto [1, 2]. En su forma actual,
la morfologia matematica no termina en el pro-
cesamiento de imagenes o sefales y, dado que su
unica premisa de trabajo es la de utilizar el alge-
bra de conjuntos y sus propiedades, es de utilidad
para cualquier clase de problema que se modele
por medio de conjuntos y donde la forma sea la
caracteristica masrelevante [3]. Las bases tedricas
de la morfologia matematica se deben al cientifi-
co aleman nacido en Rusia, Hermann Minkowski
(1864-1909); estas bases tedricas se centran en la
suma de Minkowski [4] y la resta de Minkows-
ki [5] (dual de la operacion suma) definida por
Hadwiger. Las operaciones de Minkowski dan
pauta a las operaciones basicas de la morfologia
matematica (iniciada por George Matheron a me-
diados de los 60’s), la dilatacion y la erosion. A
partir de estas dos operaciones se crean las demas
operaciones morfologicas. También es importan-
te destacar que el resultado de estas operaciones
morfologicas depende fuertemente de la forma
del elemento de estructura; es por ello que en este
trabajo se presentan resultados importantes acer-

ca de la flexibilidad que exhiben las operaciones
de dilatacion y erosion. Aunque la mayoria de
trabajos estan encaminados a ser mas eficientes
estas operaciones, ya sea con elementos arbitra-
rios o discos [3, 6-15]. En la referencia [1] se
describen los operadores k-estadisticos como un
operador mas de la morfologia matematica; sin
embargo, los operadores k-estadisticos represen-
tan una familia mucho més amplia de operadores
que permiten, entre otras cosas, obtener descrip-
ciones estadisticas de: conjuntos (representados
por funciones binarias), funciones y relaciones
en diferentes algebras. Una descripcion comple-
ta de sus operadores y propiedades esta fuera del
alcance de este articulo. Las operaciones k-esta-
disticas reciben su nombre de la estadistica des-
criptiva, pues entregan como resultado conjuntos
de descriptores estadisticos; en ella se considera
como poblacion a un conjunto por ser analizado
dentro del universo de discurso, llamese A4, y las
muestras son representadas por un conjunto B, o
de estructura; para cada elemento a de 4 se ob-
tiene un descriptor dado por la muestra B trasla-
dado en a. Notese la similitud que se tiene en la
filosofia de trabajo con la morfologia matemati-
ca, lo que permite generalizar las operaciones de
esta ultima para el caso de conjuntos. Como se
trata de operadores, el conjunto de descriptores
estadisticos esta acotado por el rango o codomi-
nio del operador; por ejemplo, si el codominio
es {0,1}, el conjunto de descriptores estadisticos
conocidos se reduce a {minimo, mediana=moda,
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maximo} mientras que otros descriptores como
media, varianza, sesgo, Kurtosis, etc., requieren
de un rango dentro de los reales para el operador.
Este articulo es el primero de una serie de tra-
bajos que describen los operadores k-estadisticos
en diversos dominios y rangos; para nuestro caso
el codominio es {0,1}, por lo que los operadores
solo dependen del conteo de la interseccion de
eventos al trasladar B en a; i.e. las probabilidades
discretas de las intersecciones de B en 4. Como
resultado, se obtienen operadores k-estadisti-
cos de erosion (minimo), dilatacion (maximo),
mediana=moda, cerradura y apertura, los cuales
son versiones modificadas de las operaciones
originales; por ejemplo en la referencia [18] se
especifica que al utilizar aperturas y cerraduras
de manera conjunta se obtienen otros operadores
morfologicos, donde el elemento de estructura es
una trayectoria. No obstante lo anterior, en sus
limites inferior y superior se obtiene las operacio-
nes morfoldgicas originales. En estos operadores
k-estadisticos el elemento de estructura puede ser
arbitrario, permitiendo con esto que a partir de su
adecuada seleccion se obtengan resultados mas
adecuados con respecto a las operaciones basicas.
En este articulo se desglosan los conceptos fun-
damentales de la morfologia matematica de con-
juntos, se desarrollan los operadores k-estadisti-
cos, se muestran ejemplos usando los operadores
k-estadisticos y se realizan las conclusiones.

Conceptos basicos de la morfologia
matematica

Como se ha mencionado, la morfologia matema-
tica es una excelente herramienta para el proce-
samiento de imagenes y sus operaciones funda-
mentales son la dilatacion y la erosion. Antes de
definir las operaciones basicas abordemos sobre
las imagenes que se trataran en este trabajo; to-
dos los resultados presentados son validos para
un espacio X=77; es decir, para una region de in-
terés ACX con A finito y no vacio; este conjunto
A relacionado con la region en cuestion es el con-
junto de puntos (x,y)eX, tales que dicho pixel sea
negro (por convencion). Notese que X=7°, por lo
que la operacion + es cerrada sobre X, conmuta-
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tiva, asociativa y existe su elemento neutro y su
inverso aditivo. Cabe mencionar que estos ope-
radores se pueden extender a funciones multiva-
luadas como se detalla en [17]. Las operaciones
morfologicas quedan definidas completamente
por la adicion de conjuntos de Minkowski. Al-
gunas operaciones basicas de conjuntos [1, 2, 16]
son las siguientes:

Definicion 1. La reflexion de AcX (o conjunto
reflejado), cuya notacion es A-, se define como el
conjunto formado por los inversos aditivos de los
elementos de A, es decir,

A" ={-xe X|xe A} (1)

Definicion 2. La traslacion de ACX por un ele-
mento xeX se denota por (4)_y se define como

(4),={a+x|ae A} )

Definicion 3. El complemento de un conjunto
AcX respecto a X (conjunto universo) o simple-
mente complemento, denotado por A, se define
como el conjunto formado por aquellos elemen-
tos de X que no pertenecen a A4, es decir,

A ={xe X|xe A} 3)

Con las definiciones anteriores se tiene un sopor-
te para empezar a definir la dilatacion; este térmi-
no sugiere ideas afines al verbo dilatar; las pala-
bras aumentar, inflar, engordar, expandir, crecer,
entre otras, describe intuitivamente los efectos
de la accion que el verbo dilatar produce en las
caracteristicas del ente sobre el que actia. La di-
latacion es un proceso de crecimiento controlado
y se puede definir como sigue:

Definicion 4. La suma de Minkowski de AcX'y
BcX, denotada por A®B es el conjunto que resul-
ta de sumar cada elemento de 4 con cada elemen-
to de B, es decir,

A®B={a+blac A,be B} (4)

A la suma de Minkowski también se le conoce
como dilatacion de un conjunto 4 por un conjun-



to B. Comunmente al conjunto B se le conoce con
el nombre de elemento de estructura o elemento
estructurante; a partir de la definicion anterior
se puede demostrar sin mucha dificultad que la
dilatacion exhibe propiedades muy interesantes
como lo son: a) Conmutatividad, i.e, A®B=B®A
b) Asociatividad, i.e., AD(BOC)=(ADB)DC c)
Invarianza a la traslacion, i.e., (4) ®B=(ADB),
d) Distributividad respecto a la unidén, i.e.,
(AUB)®C=(ADC)U(BDC). El amable lector
puede encontrar estas propiedades mas detalladas
en [1-2, 4-5]. La definicion 4 se puede represen-
tar de manera alterna como sigue:

Teorema 1. Sean AcX y BCX dos conjuntos, se
cumple que:

A@B:U(A)b (5)

beB

Demostracion

Se sabe que (4) ={atx|ac A}, en-

A®B={a+blac A,be B}

tonces

={(4), 16 Bj=U(),

beB

El Teorema 1 proporciona un algoritmo para en-
contrar la dilatacidon de un conjunto A4 por un ele-
mento de estructura B de cardinalidad &, ademas
se puede ver que es una interpretacion geométrica
de la dilatacion. Se puede observar que cuando se
dilata siempre se une completamente el conjunto B
al conjunto 4; si B es un conjunto de cardinalidad
k, es decir, contiene k elementos, entonces en cada
union se anexan k elementos al conjunto a dilatar.
La operacion de erosion consiste en hacer decrecer
un conjunto 4 a través de un proceso controlado
de eliminaciéon de elementos, tomando como re-
ferencia un elemento de estructura B. Al igual que
sucede en la dilatacion, el tamafio y la forma final
del conjunto erosionado dependera fuertemente
del tamafio y forma del elemento de estructura.

Definicion 5. Sean AcXy BcX dos conjuntos. La
erosion de A por B, denotada por A®B, se define
como la resta de Minkowski de 4 y B, es decir,
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ABB={xe X |x+be A,Ybe B}  (6)

La erosion posee propiedades que la diferen-
cia notablemente de la dilatacién, la primera de
ellas es que la erosion no es una operacion que
cumple con la propiedad de ser conmutativa y es
distributiva pero respecto a la interseccion, i.e.,
(ANB)BC=(A0C)N(BOC). Las demas diferen-
cias entre las propiedades de la dilatacion y la
erosion se muestran en los siguientes teoremas:

Teorema 2: Sean 4,B,CCX, entonces:

(4OB)OC = AO(B® C) -

Demostracion

(40B)OC ={x|x+ce (40B),Vce C}
={x|x+(b+c)e 4,Vbe B,Yce C}
={x|x+b+ce A, Vbe B,Vce C}

={x|x+(b+c)e 4,V(b+c)e (BOC)}

= AO(B®C)

Teorema 3: Sean 4,BC X'y sea xe X arbitrario, en-
tonces:

(4). OB =(40B), (8)
A0 (B )x =(40B )_x 9)
Demostracion:

(4),08={y|y+be (4) .Vbe B}
={y|[y+(-x)]+be 4,Vbe B}
={y|y—xe AOB}

={v|ve (40B) }=(40B),
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40(B), ={y|y+ce A, Vce (B) }
={y|y+ce 4,Yc—xe B}
={y|y+b+xe 4,Vbe B}

={y|(y+x)+be 4,Ybe B}

={y|y+xe 4A0B}

-l e (408)_ - (105),

Al igual que la dilatacion, la erosion tiene un al-
goritmo para encontrar dicha erosion de un con-
junto 4 por un elemento de estructura B de cardi-
nalidad , la cual es su interpretacion geométrica.
Se puede observar que cuando se erosiona siem-
pre se intersecta completamente el conjunto B
con el conjunto 4; si B es un conjunto de cardina-
lidad %, es decir, contiene k elementos; entonces
en cada interseccion se verifican k elementos del
conjunto 4. Lo anterior se muestra en el siguiente
teorema:

Teorema 4: Sean AcX y BCX dos conjuntos, se
cumple que:

AOB = b@ (4), (10)

Demostracion

AOB ={x|x+be A,VYbe B}

~frlxe (4), Voe B} (),

beB

Como se ha observado tanto en la operacion de
dilatacion como de erosion, siempre se verifican
un numero de intersecciones o uniones igual a la
cardinalidad de B, respectivamente, para obtener
la operacion resultante sobre el conjunto A; es
por tal motivo que en este trabajo se presentan
operaciones mas flexibles, donde la cardinalidad
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de la interseccion del elemento de estructura se
pueda variar. La dilatacion y la erosion exhiben
el principio de dualidad, con la particularidad
de que entran en juego el complemento de un
conjunto operando y el conjunto reflejado de un
elemento estructurante, esto se muestra en el si-
guiente teorema:

Teorema 5: Sean 4 y B dos subconjuntos de X,
entonces se cumple que:

(46B) =A° @ B" an

Demostracion:

o) =| N, | =YL, T

beB beB

), U =ros

beB~

El significado de la dualidad entre la dilatacion
y la erosion es relevante; quiere decir que la ac-
cion de erosionar un conjunto 4 por un elemen-
to estructura B dado es equivalente a dilatar el
complemento del conjunto A4 con el reflejado del
elemento de estructura B. Reciprocamente, di-
latar un conjunto A4 por un elemento de estruc-
tura es equivalente a erosionar su complemento
(4°) con el reflejado del elemento de estructura
B. En un gran porcentaje de procesos de analisis
de conjuntos (imagenes binarias), a pesar de que
la dilatacion y la erosion son operaciones basi-
cas independientes dentro de la morfologia ma-
tematica se usan por parejas alternadas; es decir,
normalmente se realizan procesos iterativos del
tipo erosion seguida de una dilatacion y una di-
latacion seguida de una erosion. En un principio
podria llegar a pensarse que en ambos procesos
se obtendria el mismo resultado, pero no es asi;
a pesar de que la dilatacion y la erosion realizan
efectos contrarios no son operaciones inversas; €s
por ello que a estos procesos se les conoce con el
nombre de apertura y cerradura respectivamen-
te y, de hecho, se consideran como operaciones
fundamentales (basicas) de la morfologia mate-



matica, no obstante su definicion en términos de
la dilatacion y la erosion.

Definicion 6 ~ La apertura de un conjunto AcX
por un elemento de estructura BcX se denota
como A°By se define asi:

A°B=(AGB)® B (12)

Los efectos de una apertura sobre una regién de
interés se pueden resumir en 4 aspectos: a) Se
eliminan islas de tamafio menor al elemento de
estructura. b) Se eliminan picos o cabos mas del-
gados que el elemento de estructura. ¢) Se rom-
pen istmos cuya anchura sea menor al diametro
del elemento de estructura.

Definicion 7: La cerradura de un conjunto AcX
por un elemento de estructura BcX se denota
como A+*B y se define asi:

AeB=(A® B)OB (13)

Los efectos de una cerradura sobre una region de
interés son diferentes a los de la apertura, éstos se
pueden resumir en 3 aspectos: a) Se rellenan los
lagos o los huecos de tamafio menor al elemento
de estructura. b) Se rellenan rajaduras o golfos
mas delgados que el elemento de estructura. c)
Se funden estrechos cuya anchura sea menor al
diametro del elemento de estructura. Existen mu-
chas aplicaciones para las operaciones de erosion,
dilatacion, apertura y cerradura. Estas cuatro ope-
raciones definen practicamente todos los filtros y
procesos dentro de la morfologia matematica, por
ejemplo: el esqueleto morfoldgico, la transforma-
da hit and miss, extraccion de contornos, entre
otros.

Operadores binarios k-estadisticos

Como se ha mencionado anteriormente las ope-
raciones de dilatacion y erosion son demasiado
exigentes (o flexibles seglin se vea) con respecto
a lo que se espera de la traslacion de un elemen-
to estructural al interceptarlo con un conjunto 4.
Mientras una exige la contencion de un conjunto
en otro, la otra se conforma con cualquier inter-
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seccion no nula. Se puede definir un operador
mas flexible, la mediana de 4 con respecto a B,
de la siguiente manera:

Definicion 8: Sean A,B dos subconjuntos de X al
conjunto

AmedB = % | med(B)x (XA ): 1} (14)

donde med ; (x,) es la mediana estadistica de
%, restringida al subdominio de (B) , se le llama
conjunto mediana de 4 con respecto B. La ope-
racion mediana de la definicion 8§ tiene algunas
propiedades interesantes. Sin embargo, en lugar
de trabajar con ella directamente es conveniente

definir un operador mas general, como sigue.

Definicidon 9: Sean 4,B dos subconjuntos no va-
cios de X, el operador k-estadistico basico tiene la
siguiente forma:

A®kB:{x||(B)xﬂA|2k} (15)

En la definicion 9 se puede observar claramente
la flexibilidad de este operador, que a diferencia
de las operaciones bdasicas solo se comprueban
para k elementos del elemento de estructura B.
El valor de k& depende fuertemente del numero de
elementos del conjunto estructurante, por lo que
en la definicion se verifica la cardinalidad. Como
se sabe, la dilatacion y la erosion son operacio-
nes controladas; este crecimiento o reduccion del
conjunto original 4 se realiza a través del elemen-
to de estructura en su totalidad; por otro lado, el
operador k-estadistico permite que estos efectos
de aumento y disminucién del conjunto original 4
dependa ademas de un parametro . Por tanto, los
operadores k-estadisticos pueden ofrecer mejores
resultados en ciertos procesos donde se requiera
que la forma y probabilidad (nimero de eventos)
de interseccion sean la caracteristica principal a
conservar. Resulta sencillo comprobar a partir de
las definiciones de erosion, dilatacién y mediana,
el siguiente teorema:

Teorema 6: Sean A,BcCX, entonces se cumple
que:
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AOB=A®, B (16)
A®B = 4®, B (17)
4,,B=4® B (18)

donde |B| significa la cardinalidad del conjunto B
y 4, B es el conjunto mediana de 4 dado B.

Demostracion:

40B={x|(B), c A}={x|(B),N4=(B)_}

={1|(B),N4|=|B]}= 40, B
A®B = {][(B‘)_]x ﬂA;t@:
={1|(B),N4[z1}=4® B
= Fimedy ()1

={x1|(B).N 4|z (B|+1)/2}=4 ®s1y2 B

A partir de ®, se pueden crear versiones modi-
ficadas de erosion y dilatacion, y por ende, otro
tipo de aperturas y cerraduras que contengan
comportamiento intermedios, esto se muestra en
las siguientes 4 definiciones:

Definicion 10  Sean A4,BcX la erosion k-esta-
distica o k-erosion esta dada por:

A@kB:A®‘B‘_kB (19)

donde £=0, 1, 2, ..., |B|-1.
Definicion 11: Sean 4,BcX la dilatacion k-esta-

distica o k-dilatacion esta dada por:

A®, B=A®, B 20)

donde £=0, 1, 2, ..., |B|-1.
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Definicion 12 Sean A4,BcX la apertura k-esta-
distica o k-apertura esta dada por:

Ao, B=(40,B)®, B 1)

donde £=0, 1, 2, ..., |B|-1.

Definicion 13 Sean 4, BcX la cerradura k-esta-
distica o k-cerradura esta dada por:

Ae B=(A®, B)O,B (22)

donde =0, 1, 2, ..., |BJ-1.

A partir de estos operadores k-estadisticos se
pueden obtener mas operadores, por ejemplo un
k filtrado morfoldgico progresivo o simple. Un
estudio acerca de los k-estadisticos muestra que
para los valores extremos, i.e. k=0 y k=|B|-1, se
obtienen las operaciones basicas; mientras que
para otros valores de k se tienen aproximaciones
a estas operaciones basicas segun el grado de cer-
cania a algunos de los valores extremos. Lo ante-
rior se demuestra en el siguiente teorema:

Teorema 7: Sean 4,BcX se cumple que si £=0:

A©,B = AOB (23)
A®,B=A®B (24)
Ao, B=A4oB (25)
Ae, B=AeB (26)

cuando k=|B|-1, entonces:

AQ‘B‘_IB =A®B (27)
A (-D‘B‘_1 B=A4A0B" (28)
AO‘B‘_1 B=AeB" (29)
A'\B\_l B=A4-B" (30)
y para k=|B|:
AG‘B‘BquB‘BzX (31)
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A®, B=Aoy, B=0 (32)

||
Demostracion:

Para k=0
A@OB:A®‘B‘7OB:A®‘B‘ B=A0OB
A, B=A4A®,, B =A® B =A®B
AooB:(A(DOB)(-BOB:(AGB)(-BB:AoB

Ae,B=(4®,B)0,B=(A®B)OB=AeB

Para k=|B|-1
AG‘B‘_IB =4 ®\B\—QB\—1) B=A® B=A®B"
A C—B‘B‘_] B=4 ®GB\—1)+1 B =4 ®‘B‘ B~ = AOGB~

Aoy B=(40, B)®, B=(A®B )OB
=4e B
Ao, B=(4®, B)O, B=(40B )®B

=AoB”
Para i=|B|

40,B=A®, . B=A®B

-(a)
=fel|(B),N4]z0}=x

A®, B=A4®, B

|3 |Bl+1

:{(|‘(B*)YHA‘2|B|+1}®

As, B=(40,B)0,B=(2)0,B

=@®, 1y B=2®,B={||(@) N4z0}=x

|8-(81)

Aoy B=(40,B )0, B=(X)®, B

=x®,, 8 =%l|(8),n42[5+1}2
Por lo que

AB®,B=Ae, B=X

3] 2]

A lo largo de esta seccion se aportaron las bases
matematicas para desarrollar operadores llama-
dos k-estadisticos, que permiten una mayor fle-
xibilidad a las operaciones de dilatacion, erosion,
apertura y cerradura; no obstante, se pueden ge-
nerar mas operaciones morfologicas usando estos
operadores k-estadisticos, sobre todo se pueden
implementar un infinidad de filtros morfologicos
usando el concepto k-estadistico.

Experimentos con operadores k-
estadisticos

En este apartado se muestran las operaciones k-
estadisticas en imagenes binarias. Estas imagenes
binarias son de tamafio de 368 pixeles de ancho
por 600 pixeles de alto, con una profundidad de 1
BIT. EI color negro representa un valor de pixel
de 0 mientras que el color blanco representa un
valor de pixel de 1. En todos los experimentos
presentados se utilizé un elemento de estructura
de 9 pixeles conocido como vecindad de Moore
(Figura 1 inciso a), por lo que el valor de & varia
desde 0 hasta 8; es decir, se obtienen 9 versiones
distintas de dilatacion, erosion, apertura y cerra-
dura. En la figura 1 inciso b, se muestra la imagen
original sobre la cual se realizaran los experimen-
tos demostrativos; en el inciso ¢ se muestra el re-
sultado de realizar una operacion de dilatacion,
asi como en el inciso d se observa la operacion
de erosion; finalmente, en los incisos ¢ y f se
muestran las operaciones de apertura y cerradura,
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respectivamente. Estos resultados son las opera-
ciones basicas de la morfologia matematica.

Figura 1 a) Elemento de estructura, b) Imagen A que
sera operada, c) Dilatacion, d) Erosién, e) Apertura y
f) Cerradura

En la figura 2 se muestran las 9 versiones de la
operacion de dilatacion; se puede observar que
para el inciso a, utilizando 4=0, la imagen resul-
tante coincide con la operacion basica de dilata-
cion (Figura 1, inciso ¢). Conforme se aumenta el
valor de k se observa que se obtienen versiones
modificadas y parecidas a la dilatacion basica;
pero mientras el valor de & se acerca a 8 (maximo
valor para el elemento de estructura) la dilatacion
se va convirtiendo en una erosion. Si se observa
en el inciso i, el resultado es el mismo que el de
la operacion basica de erosion (Figura 1, inciso
d). Estas similitudes también se deben a que el
elemento de estructura es simétrico, es decir, el
elemento B es el mismo que su reflejado (B").

Si se hace un andlisis similar para la figura 3, se
podra notar que para un valor k=0 el resultado es
una erosion basica y para k=8 el resultado obteni-
do es una dilatacion basica (ver los incisos: a, i de
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la figura 3 y compararlo con los incisos d y c de la

figura 1), mientras que para valores intermedios

se obtienen versiones distintas de erosion.

7

7

Figura 2 Operacién de k-dilatacion con a) k=0, b)
k=1, c) k=2, d) k=3, e) k=4, f) k=5, g) k=6, h) k=7,
i) k=8

Tal como sucede en las operaciones de la k-di-
latacion y la k-erosion, las mismas observacio-
nes son validas para las operaciones de k-aper-
tura (Figura 4) y k-cerradura (Figura 5). Como
se ve en estas dos figuras, para k=0 se obtienen
las operaciones basicas de apertura y cerradura,
mientras que para un valor de /=8 se obtienen
las operaciones contrarias, es decir, cerradura y
apertura, respectivamente.



Figura 3 Operacion de k-erosion con a) k=0, b) k=1,
¢) k=2, d) k=3, e) k=4, f) k=5, g) k=6, h) k=7, i) k=8

Al comparar todos estos resultados se pueden
mencionar algunos aspectos interesantes; uno de
ellos puede ser la programacion. En otras pala-
bras, no es necesario programar dos algoritmos
(uno para la dilatacion y otro para la erosion); es
suficiente implementar la k-dilatacion o la k-ero-
sion y trabajar con el parametro k para obtener
cualquiera de estas dos operaciones (lo mismo
sucede para la apertura y cerradura). Lo anterior
es un hecho importante si se desean implementar
estas operaciones en hardware especializado, de-
bido a que el mismo hardware sirve para dilatar o
erosionar y este se puede usar iterativamente para
obtener una k-apertura o una k-cerradura.

Figura 4 Operacion de k-apertura con a) k=0, b)
k=1, ¢) k=2, d) k=3, e) k=4, f) k=5, g) k=6, h) k=7,
i) k=8

Conclusiones

Los operadores k-estadisticos son un modelo
matematico muy importante en el area del pro-
cesamiento de imagenes y en aquellos problemas
donde la caracteristica a preservar sea la forma.
Aunque las operaciones basicas de erosion, di-
latacion, apertura y cerradura son modelos que
han proporcionado resultados eficientes, estas
son superadas por las operaciones desarrolladas
en este trabajo; ademas, en los valores extremos
del operador k-estadistico se engloban las opera-
ciones basicas de la morfologia matematica. Otro
aspecto importante es que se pueden generar ver-
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siones variadas de erosion y dilatacion, por ende b) Cada operador k-estadistico es un conjunto
apertura y cerradura, a partir de un elemento de funcionalmente completo.

estructura determinado, con el simple hecho de
variar la cardinalidad que se desea que se dilate o
erosione (nimero de elementos). En términos ge-
nerales se puede concluir que al utilizar un opera-
dor k-estadistico se tienen las siguientes ventajas
sobre las operaciones basicas de la morfologia d) Se tiene una mayor flexibilidad al momento
matematica: de seleccionar un crecimiento o un decreci-
miento de la imagen original, i.e., al variar el
parametro k.

¢) Se tienen una familia de k-erosiones o A-di-
lataciones para cada elemento de estructura
donde el £ es la cardinalidad del conjunto del
elemento de estructura.

e) Dado que la apertura y cerradura son los fil-
tros morfologicos mas simples de la morfo-
logia matematica, entonces se pueden obte-
ner &* filtros diferentes, que de acuerdo a la
seleccion del valor de £ es el detalle del filtro
sobre la imagen original.

f) Al tener un operador k estadistico, se tiene
las dos operaciones basicas (dilatacion y ero-
sion), por lo que solo es necesario implemen-
tar un algoritmo para estas dos operaciones.

g) Como consecuencia del inciso d) si se desea
implementar de manera fisica, es decir, en
hardware, la densidad aritmética disminuye
notablemente.

h) Con base en los operadores propuestos en
este trabajo se pueden generar mas operado-
res k-estadisticos de utilidad en la morfolo-
gia matematica, sin mucho esfuerzo.

Referencias

1. J. L. Diaz de Leoén, C. Yanez. Introduccion a la
morfologia matematica de conjuntos. Instituto
Politécnico Nacional, Universidad Nacional Autdbnoma
de México. Fondo de cultura econémica. 2003. pp.
191-199

2. l.Serra. Image analysis and mathematical morphology.

Figura 5 Operacion de k-cerradura con a) k=0, b) Vol. 1. Academic Press. New York. 1982. pp. 1-100.

k=1, ¢) k=2, d) k=3, e) k=4, f) k=5, g) k=6, h) k=7, 3. A. Gamino Operaciones morfologicas rdpidas por

i) k=8 descomposicion del elemento de estructura mediante
discos”. Tesis de maestria. CINVESTAV-IPN.2002.
pp. 1-6.41-52.

a) Se presentan operadores que no solo depen-

den de la forma, sino también de la probabi-
lidad (eventos) de interseccion.

4. H. Minkowski. “Volumen and Oberfliche”. Math. Ann.
Vol. 57. 1903. pp. 447-495.

226



10.

I1.

H. Hadwiger. Vorslesunger iiber Inhalt, Oberfliche
und Isoperimetrie. Ed. Springer. Berlin. 1957. pp. 401-
441.

J. L. Diaz de Ledn. Algoritmos de esqueletizacion
de imdgenes digitales binarias. Tesis de maestria.
CINVESTAV-IPN. 1993. pp. 1-15.

J. L. Diaz de Leon. Morfologia matematica basada
en espacios métricos de combinacion lineal. Tesis de
doctorado. CINVESTAV-IPN. 1996. pp. 1-21.

J. L. Diaz de Ledn, H. Sossa. “Mathematical
morphology on linear combined metric spaces on Z*:
Part 1”. Journal of mathematical imaging and vision.
Vol. 12. 2000. pp. 137-154.

J. L. Diaz de Ledn, H. Sossa. “Mathematical
morphology on linear combined metric spaces on Z*
Part I1”. Journal of mathematical imaging and vision.
Vol. 12. 2000. pp. 155-168.

O. Cuisenaire, B. Macq. “Fast euclidean morphological
operator using local distance transformation by
propagation”. IPA 99-7" conference on image
processing and its applications. Manchester. U.K.
1999. pp. 856-860.

M. V. Droogenbroeck. “Algorithms for openings of
binary and label images with rectangular structuring
elements”. Mathematical Morphology. H. Talbot,
R. Beare (editors). Ed. Csiro publishing. Sidney.
Australia. 2002. pp. 197-207.

13.

14.

17.

18.

Operadores k-estadisticos para morfologia matematica de conjuntos

M. V. Droogenbroeck, H. Talbot. “Fast computation of
morphological operatorations with arbitrary structuring
elements”. Pattern recognition letters. Vol. 17. 1996.
pp. 1451-1460.

I. Ragnelmam. “Fast erosion and dilatation by contour
processing and thresholding of distance maps”. Pattern
recognition letters. Vol. 13. 1992. pp. 161-166.

J. L. Van Vliet, B. J. Verwer. “A contour processing
method for fast binary neighborhood operations”.
Pattern recognition letters. Vol 7. 198. pp. 27-36.

L. Vincent. “Morphological transformations of binary
images with arbitrary structuring elements”. Signal
processing. Vol. 22. 1991. pp. 3-23.

G. Matheron. Random sets and integral geometry.
Wiley. New York. 1975. pp. 844-847.

J. Angulo. “Morphological colour operators in totally
ordered lattices based on distances: Application
to image filtering, in enhancement and analysis”.
Computer Vision & Image Understanding. Vol. 107.
2007. pp. 56-73.

H. Talbot, B. Appleton. “Efficient complete and
incomplete path openenings and closings”. Image &
Vision Computing. Vol. 25. April 2007. pp. 416-425.

227



