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INTRODUCCION

La estimacion de la funcion de intensidad en un proceso de Poisson no-homogé-
neo es un problema complejo sobre el cual han surgido variados métodos de solu-
cion asociados con diversos estimadores. A pesar de haberse encontrado estima-
dores muy representativos, no han sido lo suficiente para declarar el problema to-
talmente resuelto.

En este trabajo se presentan varios métodos de estimacion para la funcién de in-
tensidad; son todos ellos extensiones de trabajos previos que originan nuevos esti-
madores para la literatura estadistica. En la parte final, recurriendo a un ejemplo,
se hacen comparaciones graficas de las diferentes técnicas.

PRELIMINARES

A un proceso estocastico [ N(t), t> 0] que cuenta los puntos o llegadas que apa-
recen hasta un instante de tiempo t, se le llama Proceso de Conteo,

Se puede observar que las variables aleatorias N(t) y N(s + t) — N(s) son no de-
crecientes y toman valores en el conjunto [ 0,1,2, ... ]. En el sentido de la defini-
cion antes expuesta, N(t +s) — N(s) representa el nimero de puntos que aparecen
en el intervalo (s,s+1].

175 Rev. Fac. de Ingenieria. Vol.1,No.1, 1984



En este trabajo se asumira que N(0) = 0.

Se dice que un proceso de conteo [ N(t), t> 0] tiene incrementos independien-
tes si para cualquier coleccion [ ST ST > Rt vcon t; <t <..<t ,las
variables aleatorias

N(tl) =N(ty) 5.5 N(t ) —N(t_ ;)
son independientes.
Se dice que el proceso tiene incrementos estacionarios, o incrementos homogé-
neos, si la variable aleatoria N(t + h) — N(s + h) tiene idéntica distribucion a
N(t) — N(s) para todo s< t(s, t€ R* )y todo h> 0.

Con base en lo anterior pueden definirse los Procesos de Poisson.

Un proceso de conteo [ N(t), t> 0] esun proceso de Poisson homogéneo si se
cumplen las siguientes propiedades:

a) El proceso tiene incrementos independientes.
b) El proceso tiene incrementos estacionarios.
¢) Con probabilidad 1, la funcién t - N(t) tiene saltos unitarios Gnicamente.

A partir de estas condiciones que son solo de tipo cualitativo, se puede demostrar
(Cinclar (1) ) que:

(l\t)“ C.Al

P[N(s+t)—N(s)=n]= =

paran= 0,1,2, ...

Donde A > 0 siempre existe y se le llama intensidad del proceso.

Siendo t,, t,, ..., t, variables aleatorias que indican los tiempos de aparicion de

las llegadas 1,2, ..., - n respectivamente, y en vista de que el resultado anterior per-
mite asumir los tiempos entre llegadas como exponenciales con parimetro A para
K = 1,2, ..., n, la funcion de densidad de probabilidad de que en el intervalo

(s, s +t ] ocurran llegadas a los tiempos t, <t, <..<t, estd dada por:
f(tl,...,tn)z}\“ Exp [ —=%(t; —s) = (6, =8) —... =2, el |

Exp [-A(t+s—t)].
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El término final corresponde a la probabilidad de que no aparezcan llegadas en el
intervalo (t_,s +t]. Agrupando términos:

f(tl,tz,‘..,tn)=ln Expf—AtL st €4, < ... S I, Sh¥s,

Aplicando propiedades elementales de¢ probabilidad condicional es posible
encontrar una expresion para la funcion de densidad condicionada a que
N(t +s) — N(s) = n; ésto es,

n!

(A" Exp (—X1)

f(tl o £ /)= A" Exp(—2At).
0

f(tl, ey T 1) =n!/1", gty Cw Sl TP

El resultado obtenido es ficilmente imterpretable luego de notar que si x, ..., X
son variables aleatorias independientes con distribucion comtn y uniforme 1/t en

el intervalo (s, s +t ], entonces la funcion de densidad conjunta de las estadisticas

de orden X1y X2y =0 X(q) ESUE dada por:

n!

"

Lo cual permite afirmar que las posiciones de las llegadas en un proceso de Poi-
sson son independientes y uniformemente distribuidas sobre el intervalo de tiem-
po de observacion, cuando se asume que el nimero de arribos es n.

Para la estimacion del proceso de Poisson homogéneo debe tenerse en cuenta que
el proceso se conoce completamente si se determina la intensidad. Ya que:

E[N(s+0) —N(s)]=At,

si en el intervalo (s, s +t] ocurren K llegadas, al parimetro A se le puede esti-
mar por:

ot

t

Este estimador es insesgado y de minima varianza,
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EL PROCESO DE POISSON NO-HOMOGENEO

El proceso de Poisson no-homogéneo surge en los casos en los cuales las hipotesis
del proceso de Poisson simple se cumplen en intervalos muy pequefios de tiempo.
La distribucion principal radica en las caracteristicas de la intensidad; en el caso
no-homogénco es una funcion del tiempo y en el caso simple es una funciéon cons-
tante,

Analizando, por ejemplo, el nimero de llamadas telefénicas a un conmutador de
una empresa, se observara la variabilidad de la intensidad de acuerdo con las horas
del dia. De una baja intensidad en las primeras horas de la mafana, se pasari cicli-

camente de altas y bajas intensidades a medida que transcurre el tiempo.

En general, se dice que un proceso de conteo [ N(t), t> 0] esun proceso de Poi-
sson no homogéneo si cumple las propiedades siguientes:

a)  El proceso tiene incrementos independientes.
b) Con probabilidad 1, la funcién t - N(t) tiene sélo saltos unitarios.

Asumiendo las dos propiedades anteriores, Grandell (5) prueba que:

[ m(s+t) —m(s) ]" Exp [-m(s + 1) + m(s) ]
n!

P[N(s+t)—N(s)=n]=
donde m(t)= JE A (x)dx
0

y A (x) es la funcion de intensidad del proceso, la cual €s una funcion no-negativa
e integrable segin Lebesgue en subintervalos finitos de R™ |

Distribucion entre llegadas del proceso.

Asumase que el (K — 1)—ésimo punto del proceso de Poisson no-hemogéneo ocu-
rre en el instante u. Seat, la variable aleatoria que indica el tiempo hasta la apari-
cion del K—ésimo punto; ademas, definase:

Fy (s/u) = Ty <u+ s/Ty ; = u)=P(N(u+s)—N(u)) =0,

y fy (s/u) la funcién de densidad correspondiente a Fy (s/u).
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Entonces,

1—F, (sh)=P(T, >uts/Ty  =u)=P[(Nu+s) —N(u)=0]
“U+5
=Exp[ -/ A(x)dx],

y
fK(sfu) =A(u+s)Exp[— 7 A (0dx 1
u

Para que las expresiones encontradas para F (s/u) y f, (s/u) tengan sentido, se re-
quiere que:

B o Tnldde="T X (Dl
u

s>oo !

Para el posterior desarrollo del presente trabajo, es de interés encontrar una expre-

sion para i"(tl s Uiy v [n) y f(t1 s Tyren Ty /n) en el caso de un proceso no-homogé-

neopara t, <t , <..<t enelintervalo (s,s+t].
1 2 n

Se conoce que:

f(tt ity ...,tn) = f(tl) 1‘(:2h1)f(t3!t2 tl) ‘f’(tn!tn_l tl)

. Exp [—t}” X (x)dx 1,

Ya que el Gltimo término corresponde a la igualdad

P[N(s+t)—N(t“)=0]= E'xp[—j§+l A(x)dx ],
t

n

De las discusiones y propiedades asumidas anteriormente para el caso no-homogé-
neo es posible concluir lo siguiente:

f(t1)=?\{t1) Exp[— ;1 A (x)dx ],
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t
f(t,/t,) = A (5y) Exp[— f* A (x)dx].

M
y en general,

t
f(thtK_l,..., t1)= A (tyo) Exp[;{ A (x)dx .

Se tiene entonces la informacion necesaria para encontrar las expresiones propues-
tas:

Bt )

A () Exp [ _s}l A (x)dx ] ... A(t,) Exp [t}nn-? (x)dx ] Exp [ _i}:)\(x)dx].
6
£ty ) =T A () Exp =7 A (xddx ],

y la densidad conjunta condicionada a la ocurrencia de n puntos en el intervalo
(s,s +t] estd dada por:

f(tl, o s tn:‘n) =

2
M A@EXp[—/ Aodx]. a )
= [/ A (x)dx] Exp[—/ A (x)dx ]

)

¥

f(t,, - t,/m)= n! I A(t) . [ (dx ™

i=l

La integral que aparezca sin limites, se refiere a la integracion sobre (s, s + t ]
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ESTIMACION

Para conocer completamente el proceso de Poisson no-homogénco se debe deter-
minar la funcion de intensidad A(.) asociada al proceso. A partir de esta seccion
se presentardn algunos métodos de estimacion para tal funcion de intensidad.

El estimador exponencial polinémico.
El estimador
):(t)= Exp[cuc0 o, vttt g * ]

de la funcién de intensidad A (.) de un proceso de Poisson no-homogéneo, es co-
nocido desde hace muchos afios en la literatura estadistica. Parzen (8), Cox y
Lewis (2) y Lewis (6) han discutido este estimador aunque no en su completa ge-
neralidad. Las estadisticas para la determinacion del grado K del polimonio y los
parametros ag, @, , .., @ solo se conocen en forma exacta para K = 1, y en for-

k
ma aproximada para K = 2.

Si se tienen los puntos t, T,, ..., T, de un proceso de Poisson no-homogéneo ob-
servado en (s, s + t] de tal manera que s<t, < G - &k <okt s funcion de
verosimilitud de los pardmetros a, &, ..., rxk estd dada por
L=(|::co,asl )" [Exp(a ta ot tK)]

Exp[—J Exp(ay +at+.. +a t5)dt].

Lo cual se obtiene al reemplazar A (t) = Exp (“9 tio, Tt Hm tX) en f(tl st
2 tn) de la seccion anterior.

Luego,

+ 3 +..+ 2 E + +..4a, t*)d
LogL=na, ta, i=21: by Foe iy 2 S Exp (a, o, t+ .4a t0)dt
Derivando parcialmente TESPECTO @y, @y iy &y € igualando cada expresion a ce-
ro, los estimadores de mdxima verosimilitud para Apo Oy e By pueden encon-

trarse al resolver las k + 1 ecuaciones integralés siguientes

n= f Exp (&, +&, t+.. +& t¥)dt
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1 n . N R ) . . ‘
(s B S REp Gy Ty s ) de=1 U Exp (@, +..+a, %) de

para j= 1,2, 3, ..., K.

Con el fin de determinar a,, &, @,, ..., @, _ se deben utilizar métodos numéricos
iterativos. El grado K del polinomio debe mantenerse pequeiio, pues de lo con-
trario no solo se presentarian problemas de cémputo, sino también variabilidad in-
necesaria en la funcion de intensidad A (.) .

Los estimadores normal y normal truncado.

En la seccién anterior se estudié el calculo del estimador polinémico por medio
del método de maxima verosimilitud. Aqui utilizando un método diferente se es-
timara el modelo particular:

)\(t)=Exp(oc0+a t+ a, t2)

1

cuando sea razonable que a, <0.

En la seccion de distribucion (pags. 129-131) se obtuvo:

f(e,,t ﬁ A [f AMuydu |,

., t /n) = n!
}.n ln

g
lo cual puede ser interpretado en forma similar a la funciéon de densidad conjunta
de las estadfsticas de orden hallada en la seccion 2 para el proceso de Poisson ho-
mogéneo. Esto es, la funcién f(tl - A /n) se puede interpretar como la fun-
cion de densidad del ordenamiento de n variables aleatorias, cada una con densi-
dad dada por:

f(x) = _ X 3E (s, s+ ].

S A (u)du
De aqui se concluye que la funcion de intensidad puede ser estimada por:
N0 =6 f00,

Para f estimador de S X (u)yduy f(.) el de la funcion f (.), obtenido al tratar

t;, ..., t, como muestras de una variable aleatoria con densidad f(.). Si los pun-

tos ocurren de la forma:

5<t; <t,< .. <t <sHt,
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entonces la funcion de verosimilitud estara definida por:
LB, £) = f(t, .ty tys LA ())
=P[N(s+t) =N@) = n/ X ()] Beyty0,t,/n X))

y aplicando conclusiones previas:

n E s
LG B= B z?( 8)

n
(e,
En

donde = [ X (u)du
Cuando el modelo exponencial polinémico:
A(x) = Exp(ao + @, x¥ a, xz), @, <0

es apropiado para la funcién de intensidad, es razonable tomar la funcién de den-
sidad de una normal con media y y varianza o?. Es decir,

1
f) = (0% 2a )12 Exp[~ 53— (x=u)?] —e<x<o

A mayor tamano de la longitud del intervalo (s, s+ t] mds razonable resulta est4
suposicion.

Como:

1 n 5
— X Ly == ;
202 =l (G =17

L

f(t)=[2m0 272 Exp[—

i

la funcion de verosimilitud se convierte en:

B" Exp (—B)
L, )= L [ 20 2™ 2 Exp[ — —5— 2 (t, —T)% +nE—w?]
n! 20° =1 ]
_ 1 n
donde t = ¥ o
o o=l

Para determinar los estimadores de maxima verosimilitud, primero se halla log
L(B, ) y luego se encuentran las 3 ecuaciones siguientes:
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o Log L(B, 1)

ap
d Log L(B, f) 5
o U S
Y:
o Log L(B, 1)
el L =il
90

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtienen valores para los estimadores:

B=n,
u=t,

Y,
52=szz’n,

donde & = % (-9,
I=

Usando estos resultados, y haciendo:

1
2 g2

A (x) = Exp () ta, x+a, x?)=8.2n c¥)y2 Exp[ — (x—u)2l

se encuentran los estimadores deseados para «,, a, y @, :

oy = logn) «(1/2) log (2m02) «1/2)u? o2 ,

a, = uo?
a. =022,

2

En esta seccion se estim6 la funcién de intensidad X (.) por

A =B ().
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Como s6lo se tienen puntos L sy tEN el intervalo (s, s + t ],y la densidad
normal estd definida sobre todo ﬁ, es mds conveniente trabajar con la densidad
normal truncada para la estimacion de f(.). Asi, cuando el modelo

A (x) = Exp (ao +a x+ta, x?)

parezca ser apropiado (con a, < 0), s¢ tomara como estimativo de f(.) la funcion
normal truncada presentada por:

¥ ( __"_"_IB_)
f(x) = — - & , a<x<b,
% gy - g h
o o
donde
U(x) = (27 )12 Exp (=x?). — oo x < o0,
2

p(x)=/_ Ydu.
Utilizando, en forma similar, el procedimiento anterior para determinar estimado-
res de méxima verosimilitud, se encuentra que f , 1 y 0> deben satisfacer las
ecuaciones:

f=n,

t=p— 2ao>? ® (x—p Exp[—1/20% (x —)? ] dx

b—u a—Mx
¢(T) — ¢ ( s )
Y, " 1 5
3 j: (x—u)zExp[——z—-ri—(X—l-l)z]dx.

S = (-2 +(2u )2 ; ey

n b—u g =

$l—— —Fl—)

o o

donde Ty s’ conservan la misma definicion dada previamente. La truncaci6n se
haria en el intervalo (s,s+t].
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Los estimadores Kernel y Kernel—Truncado.
1. Elmétodo Kernel.

El método Kernel para estimar funciones de densidad ha sido desarrollado,
principalmente, a partir de los trabajos de M. Rosenblatt (9) y E. Parzen (8). Es-
te método se basa en que si t »Byses T SOD observaciones de una variable alea-
toria con funcion de densidad %(.) , esta funcién seri estimada por:

A 1 S
f = K dF
)= 7 A ( e @ a8,
1 n XL
nh =l h

Donde

1
Fn (Y)=—n [IJ’IZ""’tn <Y]

y, k(.) es la funcion Kernel la cual cumple las siguientes propiedades:
a. [ Ik(y)ldy<ee,

b. Sup [K(y)| < oo,
——oo<y<uo

c. Lim|yK(y)|=0 ,

y > oo
d. K(y)=0,

e. J Kiydy=1.

Y ademas, h = h(n) satisface las condiciones:

a. Limh(n)=0 ,

n— o

b . lim nh(n) =,
n—FDﬂ
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De lo anterior es inmediato que:

f (0>0, xeR

y que,
1 n Xi—1{s
fO0d =] —— % K——t—jdx
j=
n 1 Xi==f,
= k !
1=21 nh f ( h ) d

I
4

1
& == I K(y)dy=1,

Con las integrales definidas sobre todos los reales.

Por lo tanto este estimador se comporta como si fuese una funciéon de densidad.
Esto, sin embargo, no es indicativo alguno para considerarlo un buen estimador.

Muchos autores lo han estudiado en detalle. R. Tapiay ]J. Thompson (11) tienen
un extenso estudio sobre €l. M. Rosenblatt (9) y E. Parzen (8) muestran como a
pesar de que f (.) esun estimador sesgado, es asintoticamente insesgado para to-
do x € R;y muestran ademds, que:

a. lim [ Var ?n(x)]=0

n-—+eco

b. lim E[f (x)—fx)]*=0

n—+ co

Por su parte E. Nadaraya (7) estudiando la rapidez de la convergencia de £.()
hacia f(.) encontrd que valores grandes de s aceleran esta convergencia en media
cuadratica luego de conocer que:

—2s

: k ; - 2 =
lim n* E[f (x)—1f(x)] 0 conk b

n = oo
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2. El Kernel en la funcién de intensidad.

Como se estudié en la pag. 133, la funcion de intensidad puede ser estimada por:

X (x) = 8 f(x)
Si se reemplaza a  por su estimador de mdxima verosimilitud n, y a f(x) porla
densidad f () del método Kernel, la funcion de intensidad puede ser estimada
por:
i(x)=n§n(x) x €(s,s+1t]

cuando el intervalo sea suficientemente grande.

Utilizando el Kernel Normal y teniendo en cuenta que s¢ han observado los pun-

B8 T e T, de un proceso de Poisson no homogéneo, la funcion de intensi-
dad X (.) puede ser estimada por:
1 1 3
}\(x)=——":.:':___—g-: Exp[ — (x —t.) ; xe(s,s+t].
hy 27 =l Pl 2h? ] ]

Se puede probar con facilidad que:

EINGOT oy A
11 n fs+t A\ (Ll)d'l.l

Las propiedades de este estimador no estin completamente determinadas; Dyner
y Pérez (3) han estudiado algunas, pero queda todavia trabajo por adelantar.

] siguiente ejemplo permite comparar el método encontrado con los tradiciona-
les mencionados.

EJEMPLO

La tabla 1 a continuacion muestra la fecha de los congelamientos mayores del
Lago Constanza.

875, 895
928,

188



1074, 1076,

1108,

1217,1227, 1277,
1323,1325, 1378, 1379, 1383,

1409, 1431, 1435, 1460, 1465, 1470, 1479, 1497,
1512, 1553, 1560, 1564, 1565, 1571, 1573,
1684, 1693,

1763, 1776, 1788, 1796,

1830, 1880,

1963.

TABLA 1. Aiios de congelamientos mayores del Lago Constanza.

El estimador exponencial polinomico fue estudiado para estos datos por V. W.
Steinijans (10), quien encuentra:

a, = —0.333059, a, =0.648068 y a,=—0.529.

Utilizando el estimador Normal encontramos que

@, = —0.969, @, =0.921 y a,=—0.078,

pero al hacer uso del estimador Normal truncado observamos que

a, = —0.333064, a, =0.648069 y a,=—0.5289.

Es decir, no hay diferencia si sélo consideramos las 3 primeras cifras significativas
del primer y tercer conjunto de estimativos.

La grifica 1 muestra la diferencia entre el estimador Normal y el estimador expo-
nencial polinémico para los datos del Lago Constanza, En la grafica 2 vemos la di-
ferencia entre el estimador Kernel (para diferentes valores de h) y el estimador ex-
ponencial polindmico.
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GRAFICO 1

] estimativo exponencial polinémico de la funcion de intensidad esta dado con
linea continua, y el Normal con discontinua.
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GRAFICO 2

El estimativo exponencial polinomico de la funcién de intensidad estd dado con
linea discontinua, y ¢l Kernel con linea continua.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se han examinado bdsicamente tres métodos para la estimacion de
la funcion de intensidad de un proceso de Poisson no-homogéneo. Estos permiten
el cilculo de, pricticamente, cualquier intensidad de los procesos en cuestion.

El primero de ellos, el exponencial polindmico, aunque presenta problemas en su
parte de cOmputo, permite un buen ajuste a cualquier seric de datos.

El segundo, aqui conocido como método Normal, en realidad puede ser utilizado
para una amplia gama de distribuciones parametrizadas, La parte de cilculo pue-
de ser sencilla dependiendo de la familia de distribuciones empleada.

Por tltimo, con el estimador Kernel obtenemos completa generalidad en presenta-

cion analitica de la funcién de intensidad; su debilidad radica en la arbitrariedad
para la determinacion de la variable h.
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