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Con motivo de haberse cumplido en
el afio de 1983 el segundo centenario
del fallecimiento de LEONARDO EU-
LER, me he animado a desempolvar
unos viejos manuscritos (18 afios), y a
organizar unas cuantas ideas para ren-
dirle un pequeno pero justo homenaje
a tan insigne matematico. A mi enten-
der, Euler no ha sido bien tratado por
la historia, como podemos apreciarlo
en los siguientes parrafos tomados de
EL DESARROLLO DE LA MATE-
MATICA de E. T. BELL(1) en los cua-
les el autor estd acusando a EULER
cuando afirma que:

“el progreso durante los cuarenta
anos posteriores a su muerte en 1783
siguiera una direccion erronea. En la
introduccion a una memoria de 1764,
Euler defendfa la incorporacion de ar-
cos elipticos al analisis bajo un pie de
igualdad con los logaritmos y los arcos

circulares. (Obsérvese la palabra en
bastardilla). Abandonando los esfuer-
zos estériles de sus predecesores y con-
temporaneos para integrar diferencia-
les elipticas en términos finitos por
medio de las funciones entonces cono-
cidas, Euler propuso resueltamente que
se reconocieran las integrales elipticas
como primitivas trascendentes nuevas
que debian investigarse por sus pro-
pios méritos. Si no es esto lo que qui-
so significar, procedié en todo su ana-
lisis propio como si lo fuera. Tan gran-
de fue el impulso del ingenio algoritmi-
co de Euler que antes de que pudiera
darse cuenta de su error inicial habia
sido arrastrado y habia perdido de vis-
ta el recodo correcto que no habia sa-
bido seguir. Que Euler, entre todos
los matematicos, se extraviara en este
tema particular es uno de los misterios
de la evolucion de las matematicas que
resultan incomprensibles. El maestro
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que habia iniciado la moderna teoria
de las funciones circulares, no observd
la superior oportunidad que su Provi-
dencia ponia a su disposicion y que,
con que le hubiera dedicado sblo una
atencion casual hubiera parecido a un
matemadtico de su calidad como la co-
sa mas natural del mundo. En lugar
de considerar los arcos elipticos como
las nuevas trascendentes basicas, do-
tando asi a un cédlculo integral ya so-
brecargado con una nueva superabun-
dancia de formulas engorrosas, Euler
podria haber seguido facilmente la di-
reccion que le marcaba la trigonome-
tria. El hecho de que no adoptara las
integrales elipticas en lugar de sus co-
rrespondientes funciones inversas co-
mo los datos de su problema le condu-
jo a un atolladero de ilgebra enmara-
fiada, precisamente como si hubiera
intentado desarrollar la trigonometria
mediante el uso exclusivo de las fun-
ciones circulares inversas —sus “arcos
circulares”.— sen'x, cos™x, tan™ x,
etc. La complejidad mucho mayor de
la teorfa de los arcos elipticos por
comparacion con la de los arcos circu-
lares hacia que se atascara mas profun-
damente con cada paso que daba”.

“Mas sistematico que Euler, y dedican-
do mds tiempo a su trabajo, Legendre
redujo su caos de maternal refractario
a un conjunto tan coherente como pa-
recia posible. A él se deben las tres
formas clasicas de las integrales elipti-
cas a las que puede reducirse cualquier
integral eliptica. Las integrales de Le-
gendre no son, por supuesto, las Gni-
cas formas académicas posibles, y se
han propuesto otras muchas; pero las
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de Legendre conservan su utilidad.
Cuarenta afios de labor infatigable por
un maestro no podian dejar de produ-
cir muchas cosas utiles, aunque no fue-
ra mas que por su sugestividad. En
particular, los trabajos de Legendre re-
lacionados con la transformacion alge-
braica de las integrales elipticas inspi-
raron directamente el primer éxito no-
table de Jacobi”.

“Abel revoluciono el tema y al mismo
tiempo abri6 las compuertas de] anali-
sis del siglo XIX, en 1827 con una sen-
cilla observacion, ‘‘Propongo que se
estudien las funciones inversas”. En
lugar de considerar la integral eliptica.

dx

o

;
LIV (1 —=e*%22)(]1 +e*x?)

como el objeto fundamental de la in-
vestigacion en la que a se considera
como una funcién a(x) de x, Abel in-
virtio el problema y consider6 x como
una funcion que designé por ¢(a), de
a. Esta inversion de la integral fue el
primer paso esencial que no habian
dado los predecesores de Abel. Su
“naturalidad”, después que se hubo
dado, era evidente por la analogfa con
(x debidamente restringida).

X

=4

dx
v1—x2

= sen! x, sen f=x,

B

“El primer descubrimiento capital de
Abel concerniente a las nuevas fun-
ciones fue su doble periodicidad:

¢ (x +p, )= ¢(x), ¢(x +p,) = ¢(x), en



la que p;, p» son constantes cuya ra-
zO6n no es un numero real. Por consi-
guiente, la funcion eliptica ¢(x) es do-
blemente periodica”.

“Impresionado por la enorme abun-
dancia de nuevas ideas que penetraron
en las matematicas como una conse-
cuencia directa de la sencilla observa-
cion de Abel. Jacobi, algunos afos
después de la muerte...”

Estos parrafos reflejan claramente la
ubicacion que la historia ha dado a
EULER dentro de ese gran problema
que fue el de las integrales elipticas y
lo que ello significé para la matemati-
ca hasta el advenimiento de la histéri-
ca propuesta de Abel (1827). Obvia-
mente que una referencia tan indirec-
ta, como la que presento en la cita an-
terior, no constituye elemento de jui-
cio confiable para llegar a una correcta
interpretacion del pensamiento Eule-
riano; sinembargo, obrando con un
poco de logica y siguiendo, (como lo
dice Bell), “la direccién que marca la
trigonometria”, podriamos aceptar
que la sugerencia de Euler significa
que es necesario que busquemos unas
funciones con propiedades semejantes
a las trigonométricas pero que, en lu-
gar de utilizar argumentos circulares
debemos hacerlo con arcos elipticos.
A este problema planteado de esa ma-
nera, podemos darle una solucion tan
sencilla que se encontraria al alcance
de cualquiera de nuestros estudiantes
de calculo diferencial, Es tan extrana-
mente simple comparado con ese gran
problema como fue el de las integrales
elipticas, que al conocerla queda la
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impresion de que, o bien se trata de
un sofisma o bien de algo que ya se es-
tudio y se desecho por inGtil. Pero de
todos modos sorprende que de ello no
se tenga alguna referencia, asi fuera a
mero titulo de curiosidad matematica.
(Al menos en los textos que me ha si-
do posible consultar), Particularizan-
do para la elipse podemos detallar esa
solucion de la siguiente manera:

TRANSFORMACION PARAMETRI-

CA

Sean las funciones zeno ¢ y kozeno ¢,
(o bien zen ¢ o koz ¢), en las que ¢
representa un arco de la elipse:

(I) x> + r?y? =r? ytal que
(1) d¢ =v (dy)* + (dx)?

Transformar la ecuacion (1) al sistema

aramétrico:
P y =zen¢

x = koz ¢
y encontrar las propiedades de zeng y
koz ¢.

(111)

Solucion
de (1) es facil deducir que dx _ _ r’y
dy X
dy X
y que 5= —ra; (Iv)

Ademas de (1I) se obtiene que:

1
V' 1+ (dx/dy)?

dy

do
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que con (II1) y (1V) se llega a:

dy dzeng¢ t i
d¢ d¢ V1t (y/x)?
_x
=~ Eiry
0 sea que:

dzeng _ * koz ¢
d¢ v koz?¢ +rzen¢

operando de manera similar

¥ r’zeng
V koz2 ¢ +r*zen?¢

dkozg¢ =
d¢

El radical que aparece en los denomi-
nadores de estas dos expresiones es de
continua aparicién en los muy diver-
SOS procesos operatorios que con estas
funciones podemos efectuar. Para sim-
plificar estas operaciones se encuentra
muy conveniente definir una nueva
funcion, (que por razones de eufonfa
se denomina benzeno ¢, o ben ¢), me-
diante la siguiente expresion:

ben ¢ = + v/ koz?¢ +r*zen* ¢ = B(¢)

Omitiendo por ahora toda discusion
sobre signos de las derivadas, usando
la nueva funcion beng y utilizando no-
tacion simplificada tendremos que:

beng.dzeng= +kozgpdep =
B(¢)Z’ (¢) = + K(¢)
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ben¢.dkozg= —r? zengpdg =
B(¢)K’ (¢) = —r*Z(¢)

Estas ecuaciones tienen la importante
propiedad de que: (Z’¢)* +(K’¢)?*=1

También es ficil ver que: B'(¢) =
e?L'(¢) Z’ (¢) (cone? = 1—r?)

Las tres funciones fundamentales
(zeng, koz¢ y beng) lo mismo que las
funciones de relacibn (tang, kotg,
zecg y kzcg) tienen una interesante in-
terpretacion geométrica (muy seme-
jante a la conocida en trigonometrfa
ordinaria) que se incluye al final de es-
te escrito pero sin ninguna discusion,

Para el caso r=1 la elipse se convierte
en un circulo y las ecuaciones anterio-
res toman la siguiente forma:

beng = + \/(koz’;ﬁ + 1.zen?¢)=1

(el beng es constante e igual a 1)

x* + y? = 1= zen’¢ +koz’¢ = 1
dzeng = + koz¢de
dkoz¢ = — zeng d¢

Salvo la peculiar ortografia, cualquiera
de nuestros estudiantes reconocer{a en
estas expresiones a las funciones circu-
lares. Es importante observar que pa-
ra llegar a estos resultados no fue ne-
cesario utilizar la formula de adicion
en la trigonometria, ni tampoco tuvi-
mos que definir limites esencialmente
nuevos. Podemos pensar que en esta
transformacién ha ocurrido un paso
trascendente.



ELIPTICAS EULERIANAS
(o Trigonometria Eliptica)

En un sentido riguroso, las tres funcio-
nes que nos acaba de entregar la trans-
formacion paramétrica de la elipse son
funciones de las variables “¢” y “r”
(¢ un arco eliptico y “r” la relacion de
ejes en esa elipse). Dichas funciones
se denominan: zeno(¢, r); kozeno
(¢, r); benzeno (¢, r) las que en nota-
cion simplificada y subentendiendo la
variable “r” quedarian: zen¢, kozg,
beng (o Z¢, K¢, Bg) en base “‘r”.

Estas tres funciones, (que llamaremos
fundamentales y que son las que gene-
ran esta nueva trigonometria), se en-
cuentran ligadas entre si por medio de
las siguientes leyes:

(I) koz?¢ + r?zen?¢ = r?
(Primera ley)

(1) koz? ¢ +r*zen?¢ = ben?¢
(Segunda ley, forma benzénica)
Y poseen las siguientes propiedades:

B(¢) Z’ (¢)= + koz¢ Foérmulas
para la
B(¢) K’ (¢)= — r?zen¢ derivacién

B'(¢) = +e*Z'(¢)K'(¢)
(cone? = 1—r?)

(K)? + (Z")? = 1 (forma proyectiva
de la segunda ley).

Aunque ello no ha sido demostrado
todavia, seguramente estas funciones
son periodicas y también deben existir
las formulas de adicién, conformando
asi una “verdadera trigonometria”, Es
a este conjunto de funciones y propie-
dades al que estamos denominando
ELIPTICAS EULERIANAS, o trigo-
nometria eliptica, para distinguirla de
las funciones elipticas de ABEL JA-
COBI, que son bien diferentes.

Existen para las Elipticas Eulerianas
dos condiciones extremas a saber: el
caso en que r=1, (e=0), como ya se
hizo notar, corresponde a las funcio-
nes circulares corrientes y cuya impor-
tancia es superfluo destacarla. Por el
otro lado esta el caso en que r=0,
(e=1), el cual es aparentemente muy
interesante, pero todavia totalmente
desconocido. Tal como sucede en la
Trigonometria ordinaria, en las Eule-
rianas también ocurre que las funcio-
nes propiamente elipticas se encuen-
tran estrechamente vinculadas con las
hiperbolicas a través de una funcién
que denominé “cuasi exponencial’'(2),
la cual genera ambas “‘trigonemetrias”.
Detras de todo esto se encuentran las
funciones ‘“‘eliptinas e hiperborinas”
de lo cual nada se conoce todavia y
solamente quedo constancia de su pro-
bable existencia en(2) bajo el titulo de
funciones hiperbolipticas (o simple-
mente hiperlipticas).

Cualquier lector reconocerfa casi que
de inmediato en el argumento ¢ de es-
tas funciones, a la integral de segunda
especie. Un poco mds elaborado seria
llegar al resultado que se anotd en(2)
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para las integrales de primera especie.
Aunque no lo haya logrado, es proba-
ble que exista alguna respuesta para
las integrales de tercera especie, en tér-
minos de las elipticas eulerianas,

Quien haya tenido la oportunidad de
operar con estas funciones, al leer a
BELL(1) queda con la sensacion de
que mas bien que hablar del “‘error ini-
cial de EULER”, lo que debe afirmar-
se es que se trata de una genial inspira-
cion que le permitié vislumbrar el tal
vez esplendoroso panorama que po-
dria presentar las funciones hiperlipti-
cas. Segln la transcripcion de BELL
la sugerencia de Euler es la siguiente:

“Imprimis autem hic idoneus signandi
modus desiderari videtur, cujus ope ar-
cus elliptici aeque commode in calculo
exprime queant, ac jam logarithmi et
arcus circulares ad insigne Analyseos
per idonea signa in calculum sunt in-
troducti”

CONCLUSIONES

Después de 200 anos de la muerte de
Euler, a mas de 150 de la historica
propuesta de Abel y 100 después de
que todo ese gran problema eliptico
quedod superado y agotado con los tra-
bajos de Weirerstrass, parece anacroni-
co y fuera de lugar que se estén revi-
viendo estos temas, justamente cuan-
do las necesidades y los problemas
contemporaneos son de muy distinta
naturaleza a los de antafo y nuestros
matemadticos tienen comprometidos
sus esfuerzos en el estudio de otros
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problemas y técnicas bien diferentes.
Sinembargo, bien vale la pena hacer
unas cuantas reflexiones y formular
otros tantos interrogantes sobre lo que
aqui se¢ ha denominado la TRANS-
FORMACION PARAMETRICA.

Es en extremo curioso que entre lo
que se ha logrado consultar, ninglin
texto trate el tema de la incorporacién
de los arcos no circulares en el Anili-,
sis, asi sea para que a renglon seguido
se advierta que Ginicamente se estudia-
ran los circulares porque todos los de-
mas carecen de importancia, si ese fue-
re el caso. Es también igualmente ex-
trano que en los tratados de cilculo
no se indique la manera como las deri-
vadas de las funciones ‘‘seno x y cose-
no x"’ pueden hallarse sin tener que re-
currir a la introduccion de Iimites nue-
vos ni tener que apelar al teorema de
adicion. Cuando se estudian con al-
gln detalle las funciones elfpticas y se
pretende hacer una comparacion entre
las elipticas de JACOBI y las EULE-
RIANAS, se encuentra que en ambas
aparecen las tres funciones fundamen-
tales y que se encuentran enlazadas
entre si por dos leyes, pero difieren
substancialmente porque las de ABEL-
JACOBI utilizan la integral de primera
especie como el argumento, (variable
independiente), para sus funciones,
mientras que las Eulerianas utilizan la
integral de segunda especie (que es
geométricamente mds simple, puesto
que es un arco eliptico)(2). Segura-
mente se puede afirmar que la Trigo-
nometria corriente se extiende en dos
direcciones: la Abeliana y la Euleria-
na. Pero en el caso de la Euleriana tal



vez lo mds apropiado es el de hablar
de una “Trigonometria Eliptica’ en-
marcada dentro de dos situaciones ex-
tremas, la de “r=1"y la de “r=0"" que
ya se comentaron. Sigue siendo inex-
plicable que los textos no discutan es-
tos hechos aunque enseguida se ignore
la Euleriana por alguna razon.

Mediante la Transformacion Paramé-
trica podemos introducir en el Analisis
muchos arcos no circulares, o funcio-
nes de estos arcos y con las “transfor-
madas” podemos operar de manera
analoga a como lo hacemos corriente-
mente con la Trigonometria y consti-
tuye de por si, una poderosa ‘‘maqui-
na’’ para generar funciones trascenden-
tes. A priori podemos aceptar que no
todas las transformaciones posibles re-
visten algin interés o tienen alguna
aplicacion, pero no parece muy logico
aceptar a priori que la Unica transfor-
macion importante es la que conduce
a las funciones circulares. Esta afir-
macion requeriria algin analisis. Al-
guien se ocuparia de ello? Si hay algu-
nas otras transformaciones utiles, cua-
les son y como obtenerlas: Como una
mera distraccion pero que permite
apreciar el poder de la transformacion
parameétrica, se sugiere imaginar lo que
sucederia si en el ejemplo que se ha
detallado aqui, se cambia la elipse por
la paribola y* = 2px, o si la defini-
cion para ¢ se cambia por:

d¢ = i/(dy)a + (dx)?

En(2) se han presentado los resultados
de algunas primeras observaciones so-
bre transformaciones que parecen de
interés; estarian entre otras las parabo-
licas, las hipocicloidales y las construi-
das sobre ovalos cuarticos de la forma:
x* + iyt =

El resultado de estas transformaciones
conduce a la formulacion de tres fun-
ciones llamadas fundamentales, (excep-
to degeneraciones como la circular),
dos de ellas enlazadas entre si por la
primera ley F(x,y)=0 y correlaciona-
das con la tercera por medio de una
segunda ley que es consecuencia de la
manera como se haya definido el argu-
mento de las funciones fundamentales.
Algunas de las “‘transformadas” son
periodicas y otras ademas de periodi-
cas, poseen un teorema de adicion con
lo cual conformarian asi una ‘“‘verda-
dera trigonometria”. Cudntas de estas
transformaciones conducen a funcio-
nes periddicas con teorema de adi-
cién? Podrian ser las conicas en gene-
ral? Serfa privilegio exclusivo de las
hiperlipticas? El teorema de adicion
de Euler valdria para estas funciones?
Qué es lo que realmente significa la
transformacion paramétrica? y a pro-
posito de todo esto, qué es una trigo-
nometria? Todos estos interrogantes
surgen espontaneamente cuando se
profundiza un poco sobre estas trans-
formaciones paramétricas. Meditando
en todo esto, pienso que continta te-
niendo validez la propuesta que hacfa
en mi conferencia de Bucaramanga du-
rante el noveno Coloquio Nacional
de Matemadticas en agosto de 1979.
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Decia entonces:

“Bosquejadas estas ideas, asi sea en for-
ma muy fragmentaria y superficial, y en
el supuesto de que el tema no hubiera
sido ya agotado, propongo a los asis-
tentes a este Congreso que la mencio-
nada iniciativa euleriana sea revivida
como un homenaje a su memoria en e€s-
te proximo segundo centenario. Como
contribucién a esta iniciativa, y solici-
tando a ustedes me disculpen el atrevi-
miento, propongo reflexionar sobre
los siguientes enunciados que tal vez,
podrian ser también los de la TRI-
GONOMETRIA GENERAL".

“1. Estudiar las condiciones para que
la funcién F(x,y)=0 sea represen-

table paramétricamente por el
sistema: y=zen¢ x=koz¢, en las
que ¢ = IE(s), con s=arco de la
curva (y) vs (x), y establecer las
limitaciones de la funcion IE(s)"".

“2. Construir la “‘trigonometria” ge-
nerada por las funciones F y [E
precisando las condiciones para
que sea ‘‘verdadera trigonome-
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tria” .

“Quizas estas ideas, juzgadas y trata-
das por otras mentes mejor dispuestas
y mds ilustradas que la mia, pueden
rendir algunos frutos que, eventual-
mente sirvan de homenaje a ese Gran
Maestro que en vida se llamaba LEO-
NARDO EULER”.

BIBIOGRAFIA

(1) The Development of Mathematics by E. T. BELL. McGraw-Hill Book Co.

(2) INTEGRALES ALGEBRAICAS Y TRIGONOMETRIA GENERAL (Catdlogo de
observaciones) por Rodrigo Pefialoza Arias. 1967, 15 pdg. mimeografo; comple-
mento a unas conferencias dadas por el autor ante la Sociedad Antioqueria de Mate-

madticos “‘Lino de Pombo”.





