INICIACION EN LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS BORROSO0S

La teoria de los conjuntos borrosos fue introdu-
cida por Lofti Zadeh a mediados de los afios 60.
Aunque en el mundo su difusion y aplicacién ya
son ampliamente conocidas, en Colombia todavia
se muestra cara de extrafieza cuando se menciona
dicho término. El fin de este articulo, es dar una
vision panoramica sobre algunas de las
definiciones, conceptos, términos y operaciones
que se han establecido en esta teoria; a partir de
la cual podemos ver la teoria cldsica de conjuntos
como un caso particular de la mencionada arriba.

INTRODUCCION

Suponga que usted hace 20 minutos colocd una
cubeta de agua en el congelador, si abre y saca la
cubeta puede decir con toda certeza que el agua
estd congelada?, o esta liquida?

Observe:

1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
El cuadrado 6 es blanco o negro?
Son las 5:45 a.m. ;estd de dia, 0 aun estd de noche?

Suponga que conduce un automovil a una velocidad
V =49.9 km/h, y la velocidad limite, en esa ruta, es
de 50 km/h, cree usted no merecer un parte?

A Ud. se le ha evaluado un curso con la nota 2.94,
donde un 3.0 es la nota minima establecida para
aprobarlo, debe Ud. pertenecer absolutamente al
grupo de personas que en realidad deben perderlo?
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Es evidente que la bivalencia no es una manifes-
tacion natural aplicable o todo fendmeno de la vida
real. La asignacion de un si o un no, del estable-
cimiento de una pertenencia o0 no de un objeto a
un conjunto, clase, o categoria, es solo una
aproximacion, muy conveniente, artificialmente
efectuada por el ser humano, para manejar la
complejidad de ciertos fendmenos.

Hasta hace pocos afos, la teoria de conjuntos
partia de la premisa de que cualquier elemento
de un universo de discurso, podria pertenecer o
no a un subconjunto de éste, rechazando
términos medios. A esta ley se la denoming ley
del tercio excluido. A mediados de los afios 60,
Lofti Asker Zadeh, escribié un articulo (Zadeh
1965) donde proponia una nueva forma de ver
la teoria de conjuntos, amplidndola, flexibili-
zandola, y proporcionando la posibilidad de que
el concepto de pertenencia de un elemento a un
subconjunto sea asunto de grado.

A esta teoria se 1a llama Teoria de los Subconjuntos'
Borrosos (Fuzzy Subsets), y ha encontrado gran
aceptacion en muchisimos campos de las ciencias
puras y aplicadas.

A partir del concepto de conjunto borroso. se
han construido o mas bien, reconfigurado, otras
teorias tradicionalmente reconocidas. Es el caso
de la Légica, que ahora presenta también su
version conforme a los nuevos vientos borrosos;
la matemdtica, el célculo, y en fin, muchos otros
campos de las ciencias puras también han
adaptado sus modelos a los cambios. Pero, con
una nueva fundamentacion, es I6gico pensar que

# En el resto del documento se hablara de Subconjunto o Conjunto borroso indistintamente
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las ciencias de aplicacién también han abierto
sus puertas a la nueva tendencia. Todo ello ha
convergido en poder tratar problemas que, por
lo complejos, antes lo hacfan de manera tosca.

La teorfa de subconjuntos borrosos, ha dado pie al
surgimiento de otras teorfas nuevas que ahora han
demostrado ser de gran aplicabilidad; es el caso
de |a Teoria de la Posibilidad, que junto con otras
teorias, como la de la Probabilidad, se establecen
como paradigmas que manejan aspectos distintos
de lo que se denomina incertidumbre.

La incertidumbre es un concepto que globaliza
diversas falencias cuando estamos enfrentados a
la toma de decisiones y que puede incluso forzar
que las tomemos erradamente. La incertidumbre
puede estar contenida en forma de Ruido, o en los
datos, la informacion o el conocimiento.

Como se ha dicho, son varias las partes en donde
pueden ser localizadas causas o evidencias de
incertidumbre, por ejemplo, la imprecision, 1a
incorrectitud o inexactitud, la inconsistencia, la
incompletitud, la ambigiiedad, la borrosidad y la
naturaleza inestable del fendmeno (aleatoriedad).

Desde hace mucho tiempo se ha modelado el
aspecto aleatorio de los fendmenos mediante la
teoria de la probabilidad, y sélo hasta hace poco la
aplicacion de la teorfa de los subconjuntos borrosos,
y en especial la de la posibilidad, ha abierto nuevas
alternativas de modelamiento para los otros
aspectos de la incertidumbre.

VVeamos cudles son los tipos de incertidumbre que
manipula la teorfa de subconjuntos borrosos. La
gente dice en verano, la temperatura esté elevada;
en un hospital, el médico puede expresar «no estoy
muy seguro de cual es la enfermedad del paciente
de la 103»; un ingeniero trata de disefiar una
estructura para una zona de riesgo sismico
intermedio; en fin, la cotidianidad -y las situaciones
no cotidianas, estan plagadas de ejemplos donde
la incapacidad de asignar un valor tnico a algun
aspecto de un fenémeno, con satisfactoria fiabilidad,
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tiene como consecuencia el empleo de un conjunto
de valores posibles que concuerden con lo
experimentado o expresado. Veamos caso a ¢aso.
Qué podrfa ser, para un parroquiano cualguiera,
temperatura elevada?, tal vez un rango de valores
a partir de alguno que se considere como
seguramente elevado, hasta la temperatura maxima
observada histéricamente. Ahora la pregunta es...
este rango es tan definido? Un grado menos en la
escala de medicion de la temperatura es suficiente
para sacarlo de aquellos que se consideran
elevados?, o que tal una milésima de grado menos.
Es evidente que la pertenencia o no de algunos
valores no son 0 o 1, sino, por ejemplo, 0.8 0
cualquier otro entre un rango de valores que sirvan
para ello. Cuando el médico no esta muy seguro
de un diagndstico, lo que esté expresando es su
falta de confianza en la certeza de la conclusion
acerca de la presencia de una enfermedad que
aqueja al paciente de acuerdo a ciertos sintomas y
examenes. Esta falta de confianza no es absoluta,
y por tanto, deja en el aire un cierto conjunto de
«niveles de confianza» posibles -también en cierto
grado- que concuerden con el concepto de No Muy
Seguro. Un riesgo sismico Intermedio determina
borrosamente un conjunto de valores de riesgo
sismico que puede poseer cierta zona geoldgica; 0
sea, no especifica un conjunto claro -en la
eventualidad que fuese un conjunto, de valores que
pueden ser propios de riesgo intermedio. Se
observa codmo, ante la falta de establecer un valor
unico seguro, 0 un conjunto perfectamente definido
de estos valores, se emplea un valor cualitativo
que evalda el atributo considerado.

La teorfa de los subconjuntos borrosos se ha
convertido en un puente entre la cualitativa
declaracién de lo impreciso y la reconocida
manipulacién de lo cuantitativo.

Se presentan a continuacién, a manera de ejemplo,
algunos campos de aplicacion exitosa de la teoria
de los subconjuntos borroso:

Psicologia
Control de procesos



Reconocimiento de imagenes

Toma de decisiones

Aprendizaje automatico

Tratamiento de lenguaje natural

Reduccién de ruido en comunicaciones
Recuperacion de informacion en bases de datos.

DEFINICION DE UN SUBCONJUNTO BORROSO

Antes de entrar a definir lo que es un subconjunto
borroso, es deseable recordar la forma como se
conciben los conjuntos en la teoria clasica.

Sea U un conjunto Universo o de discurso, a perte-
nencia o no de un elemento # a un subconjunto A
del universo de discurso, se estima mediante la
denominada Funcidn Caracteristica o Funcidn de
Discriminacidn, p,(v). Véase:

1 si ves un elemento de A
(1) p(u) =

0 si #no es un elemento de A

La funcién de discriminacién puede ser vista como
un mapeo funcional, desde el conjunto universo
de discurso, U, en {0,1}, asi:

(2)  p(v) U >{0,1}

En la teoria de conjuntos borrosos la pertenencia
de un elemento u a un subconjunto A del universo
de discurso U, puede ser Parcial'.

Para este tipo de conjuntos, la membrecia de un
elemento a un conjunto, se estima empleando una
generalizacion de la funcién de discriminacion,
denominada Funcidn de Pertenencia. Al igual que
esta lltima, la funcién de pertenencia, puede ser
definida como un mapeo funcional desde el universo
de discurso U en un conjunto M:

(3) p(o):U->M

Un valor particular de la funcién de pertenencia se
denomina Grado de pertenencia, y el conjunto M
se denomina Conjunto de pertenencia asociado. M

puede ser cualquier estructura, pero en nuestro
caso se utilizara a M = [0,1].

Un conjunto borroso A, también puede definirse
como un conjunto de parejas ordenadas.

(4) (4, vA(W))}, Ve .

Ejemplo 1:
Sea U el conjunto finito de los primeros 10 enteros
U=1{0,1,2,3,456,7,89}

Definamos el conjunto borroso A de la siguiente
forma: '

A = {(0,0),(1.0.2),2,0.3),(3.0),(4.1),(5.1),(6,0.8),(7.0.5).(8,0).(9.0)}

De ahora en adelante se empleara la siguiente
notacién para la representacion de conjuntos de
acuerdo a si son 0 no borrosos:

Un conjunto no borroso, Crisp, del universo de
discurso U, finito de n elementos, se simbolizara
como:

n
() A=+ th+ U+..+ U = Zu

=1

donde el signo + representa la operacion unién, y
cada u/ representa los subconjuntos unitarios
constituyentes de A.

La anterior representacién se puede generalizar para
un subconjunto borroso del universo de discurso
finito U de n elementos:

(6) A=p,(u)u+y A(uz)/uz +o.+ UA(UN)/UH =2 ]JA(Ui)/UI

I

Cuando el conjunto U es no finito, se emplea la
notacion:

(7) A=]p,(upu

U

% Do ahora en adelante a los subzonjuntos borrosos los distinguiremos por un subrayado, como en: A




Ejemplo 2.
Sea U =R, yAel conjunto borroso definido como:
A=[ev/y

R+ con k, e R*

N, (u)

A continuacion se daran algunas definiciones de
algunos conceptos normalmente empleados en la
teoria de los conjuntos borrosos:

La Af/tura de un conjunto borroso A, h(A). es el
grado de pertenencia mds alto de alguno de los
elementos de U en A.

El Conjunto Soporte de un subconjunto borroso A
del universo U, se define como el conjunto formado
por los elementos que tienen un grado de perte-
nencia mayor a cero. \eamos:

(8) Sop (A) ={u/uve U, N, (u)> 0}

Un Punto de Cruce de A es el punto de U cuyo
grado de pertenencia es 0.5 en A.

Se dice que un conjunto borroso A es Normal si su
altura es 1, de otra forma se le llama Subnormal

Ejemplo 3. A partir de este ejemplo vamos a trabajar
con la siguiente informacién inicial.

Sea U =1{0123456.789)

y sean:

A; = 0.0/0402/1+0.3/24+0.2/3+0 5/440.6/5+0 4/6+0 8/7+0 0/8+1/9

Az = 0.1/0+0.5/1+0.2/2+0.9/3+0 9/44+0.5/5+0 4/6+0 8/7+0 6/8+0 3/9

Obtengamos los siguientes términos:

SOD (51) =14+2+3+44+54+46+7+9

SOPp(A,) =04+14+42+3+445464+7+9

h(A,) =1, luego A, es Normal, h(A,) = 0.9, y por
tanto A, es Subnormal.

Punto de cruce de A, = {4},

Puntos de cruce de A, = {1,5},

OPERACIONES SOBRE CONJUNTOS BORROSOS

Inclusidn. Sean A y B dos subconjuntos borrosos
del conjunto de discurso U, se dice que A estd
incluido en B, A < B, si y sdlo si

(9) VwelU .. p(u)=<p,(v)

&

7]
T s =

0 +» U

Igualdad. Dos subconjuntos borrosos A, B del
conjunto U, se dicen iguales, A = B, si y sélo si:

(10) Ju,(u) 1 v =y (u) ) v
u U

Complementacidn. El complemento del subcon-
junto borroso A de U, —A, esta definido por:

0 U

(1) =AAJ(1-p(v)] v

4 De ahora en adslante se seguird trabajando con el soporte de los conjuntos borrosos

& Elsigno (debe entenderse como: denota o 85 igual por definicion




Ejemplo 4
= A1 = 1/0+0.8/1+0.7/2+40.8/3+0.5/4+0 4/5+0 6/640 2/7+1/8+0 0/9

Interseccion. El conjunto interseccion de n subcon-

juntos borrosos A,,...,A de U, A n.n A, se

obtiene como:

(12) A .o A a () ..
0]

donde ~ es el simbolo para la operacion minimo.

N

ARy () 1w

0 L U
Ejemplo 5
A1 e Az =0.2/1+0.2/240.2/3+0.5/4+0.5/5+0 4/6+0.8/7+0.0/8+0.3/9

Puede decirse que el subconjunto borroso resultan-
te de la interseccion de n subconjuntos borrosos,
se considera como aquel subconjunto borroso /74s
grande que esta incluido en esos n subconjuntos.

Unidn. El conjunto que representa la unién de n
conjuntos borrosos A,,...,A de U, AU ... UA_ se
consigue por:

(13)A, L..UA A I(;Jm (u) V.V, (u))/u
U
donde v es el simbolo para la operacién mdxinmo.

Puede verse al subconjunto borroso resultante de
la unién de n subconjuntos borrosos, como aquel
subconjunto borroso mas pequefio que incluye a
es0s n subconjuntos.

B S I
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Ejemplo 6
A1 ) Az = 0.1/0+0.5/1+40.3/2+0.9/3+0.9/4+0.6/5+0.4/6+0.8/7+0.6/8+1/9

Producto. El conjunto Producto de n subconjuntos
borrosos A, ..., A deU, A, -..A, esta definido por:

(14) A, A 8 (0, (W) D, ()
U
donde * es el producto aritmético.

An

Ejemplo 7
A A, = 0.1/140.06/240.18/3+0.45/4+0.3/5+0 16/640 64/7+0 3/9

Luego el conjunto A”, donde o es un entero positivo
deberia ser interpretado como:
(15) A a J(u,(u))/u

U

A partir de la anterior definicion, se han determinado
los siguientes nociones:

La operacién Concentracidn sobre un conjunto
borroso A, Con (A), establece un conjunto borroso
tal que :

(16)  Con (A) a A?

La operacion concentracién obtiene un subconjunto
borroso donde los grados de pertenencia de los
elementos se han reducido respecto a los de A. Asi
entonces, el nuevo conjunto es mas restringido
que el original.

La Dilatacion, definida como:

(17)  Dil(A) a A°® .

tiene el efecto contrario al de la concentracion, y
por ello la dilatacion calcula un nuevo conjunto
borroso a partir de A donde los grados de pertenen-
cia de los elementos se han relajado respecto a los
originales.

La Intensificacién de un subconjunto borroso A,
origina un nuevo conjunto borroso donde el grado
de pertenencia se calcula por:

(18) by = 2 (u))*  0<p,(u)<05
1-2(1-py(u)? 0.5 <p,(v)=1
La intensificacién funciona como la intensificacion
del contraste en las pantallas de TV, computadores,
etc. La idea con la intensificacion es aumentar los
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grados de pertenencia de los elementos con grados
de pertenencia mayor que 0.5 y la reduccion de
aquellos que no lo son.

Ejemplo 8

Con(A, ) = 0.04/1+0.09/2+0.04/3+0.25/4+0.36/5+0.16/
6+0.64/7+0.49/9

Dil(A,) = 0.32/0+0.71/1+0.45/2+0.95/3+0.95/4+0.71/

5+0.63/6+0.89/7+0.77/8+0.55/9

0.02/0+0.5/1+0.08/2+0.98/3+0.98/4+0.5/
5+0.32/6+0.92/7+0.68/8+0.18/9

Int(A, ) =

La Normalizacidn de un conjunto borroso A, Norm
(R), se obtiene mediante:

(19)  Hyom() = Bp(u) 7 h(A)
en el que el simbolo / representa la operacion
division.

Eiemplo 9
La Norm (A,) =A, y
Norm (A,)) = 0.11/0+40.55/1+0.22/2+1/3+1/

4+0.55/5+0.44/6+0.88/7+0.66/
8+0.33/9
Si o es cualquier real no negativo tal que o h(A)<1,
(20) oA a J(o(p,(u)))/u
u

Ejemplo 10
0.6 A, = 0.06/0+0.3/1+0.12/2+0.54/3+0.54/4+0.3/
5+0.24/6+0.48/7+0.36/8+0.18/9

La Suma Confinada de Ay B de U, denotada como
A @ B, se calcula como:

(21) A®Bal (Ta(p,(u)+p(u))u
u
donde + es la suma aritmética.

Ejemplo 11
_A1 ®52 =01/0+071+052 +1/3+1/4+1/5 +
0.8/6+1/7+0.6/8+1/9

La Diferencia Confinada de A y B, A © B, esta
definida por:

(22) AOBaS(0v (Ma(U) - wg(u))/u
u
donde - es la diferencia aritmética.

Ejemplo 12
A OA, = 0.1/2+0.1/5+0.7/9

El Producto Confinado de A y B, A ® B, esté definido

por:

(23) A®BAJ(OvV
U

donde + es la suma aritmética.

(Wa(u) + pgu)-1))/u

Ejemplo 13
A, ® A, = 0.1/3+0.4/4+0. 1/5+0.6/7+0.3/9
La Pofenc/a enésima lzquierda* de A, "A, se
determina por:
(24) "A a Jp,(u)ur
v
donde Va {u"u e U}

Ejemplo 14
‘A, = 0.1/0 +0.5/1+0. 2/8 +0.9/27 + 0.9/64 + 0.5/125
+0.4/216 + 0.8/343 + 0.6/512 + 0.3/729

SiA,. ..., A, son subconjuntos borrosos de U,y
W,,..., W, son ponderaciones no negativas que
suman 1 entonces la Combinacién Convexa de
A,...A, es un subconjunto borroso de U, que se
obtiene como:

K
(25) CAAZ wium(u)

=1
donde en este caso T representa sumatoria
aritmética.

Una definicién importante es la siguiente:

Un subconjunto borroso A de U es de tipo 1 si su
funcion de pertenencia, p,(u) es un mapeo deUa
[0,1]; yAes detipo K, K=2,3, ..., si B,(u u) es un
mapeo de U al conjunto de subcomuntos borrosos
de tipo (K-1). Sera entendido de ahora en adelante,
que los subconjuntos borrosos que tratemos seran
de tipo 1, a no ser que se diga otra cosa.

& Observar mas adelante el principio de axtension Ec (44) en’ Iniciacion en la Teoria de los Conjuntos Borrosos 1l
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Por tltimo, si A,,...,A,, son subconjuntos borrosos
de U,,...,U,, respectivamente, el Producto Cartesiano
de A, X... XA, esté definido como un subconjunto
borroso de U, X ... X U,, de la siguiente manera;

(26) A, X XA & T (W (u)A A (gD . 1)

1
Ul X . XUk
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