INICIACION EN LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS BORROSOS

(SEGUNDA PARTE)

Este articulo es la continuacion de otro publicado en el
numero anterior de esta revista. Su objetivo es establecer
algunas generalizaciones respecto a lo escrito
anteriormente y definir otras operaciones y conceptos.
Se continfia con la enumeracion de titulos, ecuaciones y
ejemplos, que se traia en el anterior articulo,
correspondiendo iniciar aca con el numeral 4.

4. RELACIONES BORROSAS

Sean Ui, i = 1,...,k, universos de discurso; Una
relacion borrosa, R, es un subconjunto borroso definido
en Ur X..X Uk . Al igual que un subconjunto borroso
en una dimension, una relacion borrosa se puede ver
como un mapeo funcional; veamos:
@7 pr(ul,wm): U X.XUk—> M

donde M conserva el significado dado hasta el
momento

y u € Ul,...,u. € Us, respectivamente.
Empleando la notacion vista para conjuntos borrosos,
una relacion borrosa, R, puede denotarse como:
28)R=] TR CIRTS YL CTIRT)

U X.. X0,

Ahora bien, como una relacion borrosa es un conjunto
borroso definido en varias dimensiones, las operaciones
descritas hasta el momento, para aquellos, se conservan
también para estas Giltimas.
A continuacion se definiran algunas operaciones sobre
relaciones borrosas y también algunos principios o
identidades que son fundamentales en la teoria.
Ejemplo 135. '
Sea Semejanza la relacion borrosa binaria que simboliza
el “parecido fisico” entre los hijos y sus padres en una
familia cualquiera:
H1JOS = {Carlos, Jorge}, PADRES = { Mario, Olga)
Semejanza = 0.4/(Carlos, Mario)+ 0.85/(Carlos, Olga)
+0.7/(Jorge, Mario) + 0.3/(Jorge, Olga)
4.1 Proyeccion de una relacion Borrosa.
Cuando se tiene una relacion n-dimensional podria ser
de importancia definir la manera de generar una relacion
borrosa en un subespacio del primero, k-dimensional,
donde k <n.
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Sea R una relacion borrosa n-ariaen Ur X.. X U, . La
proyeccion en Ui X...X Ui esuna relacion borrosa k-
aria, Rq, definida por:
(29) Rq A ProyRen Ui, X..X Ui,

A PgR

Al [Via, pa(un,..,w))/(uiy, ... ui,)

Uiy

donde g es la secuencia indexada (i},...,i,); u(q) A
(wi},...,ui)); q 'es la secuencia complemento de g; Vatg')
es el valor supremo de pg(u), ..., u,) sobre los u que estan
enu(q’). -

Ejemplo 16.

Se tiene la relacion borrosa ternaria CONTEXTURA
GRUESA, CG, (en hombres) comprendida en los
universos: EDAD = {20, 35, 50}, ESTATURA = {1.60,
1.80, 1.90}, PESO = {50, 75, 100}, asi: U; = EDAD,
U, = ESTATURA, U; = PESO.

CG =0.3/(20, 1.60, 50) + 0.5/(20, 1.60, 75) + 1.0/(20,
1.60, 100) + 0.2/(20, 1.80, 50) + 0.4/(20, 1.80, 75) +
0.9/(20, 1.80, 100) + 0.3/(20, 1.90, 75) + 0.8/(20, 1.90,
100) + 0.2/(35, 1.60, 50) + 0.3/(35, 1.60, 75) + 0.8/
(35, 1.60, 100) + 0.1/(35, 1.80, 50) + 0.2/(35, 1.80,
75) + 0.7/(35, 1.80, 100) + 0.5/(35, 1.90, 75) + 0.6/
(35, 1.90, 100) + 0.1/(50, 1.60, 75) + 0.6/(50, 1.60,
100) + 0.4/(50, 1.80, 75) + 0.5/(50, 1.80, 100) + 0.3/
(50, 1.90, 75) + 0.2/(50, 1.90, 100)

CG ppap=10/20+ 0.8/35 + 0.6/50.

Para este caso, ¢= (1), ¢ = (2,3)

CG psrarura = 1.0/1.60 + 0.9/1.80 + 0.8/1.90,

donde g=(2), q"=(1,3)

CG ppso=0.3/50 + 0.5/75 + 1.0/100
cong=(3),q"=(12)

QQEQ4D’ESI4TUR4)= 1.0/(20, 1.60) + 0.9/(20, 1.80) +
0.8/(20, 1.90) + 0.8/(35, 1.60) + 0.7/(35, 1.80) + 0.6/
(35, 1.90) + 0.6/(50, 1.60) + 0.4/(50, 1.80) + 0.3/(50,
1.90) . Congq=1(1,2),q"=(3)

CcG Epap,peso) = 0.3/(20, 50) + 0.5/(20, 75) + 1.0/
(20, 100) + 0.2/(35, 50) + 0.5/(35, 75) +0.8/(35, 100)
+ 0.4/(50, 75) + 0.6/(50, 100). Con q= (1,3), ¢ =(2)
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= 0.3/(1.60, 50) + 0.5/(1.60, 75) + 1.0/
(1.60, 100) + 0.2/(1.80, 50) + 0.4/(1.80, 75) + 0.9/
(1.80, 100) + 0.5/(1.90, 75) + 0.8/(1.90, 100) Con g=

(2,3), q"= (1)

4.2 Extension Cilindrica de una Relacion borrosa.

Antes de entrar a la formalizacion de lo que es
extension cilindrica, refiramonos a ella de manera
intuitiva. Suponga que se tiene una relacion borrosa R
en U X..X U.. La pregunta es, si se deseara construir
un conjunto borroso R en un hiperespacio del primero,
y a partir de tal relacion borrosa R, de qué manera lo
deberia hacer?

Observando la definicién de lo que es la proyeccion de
una relacion borrosa, se puede determinar que varias
relaciones borrosas n-arias en U; X...X Uy pueden
resultar con la misma proyeccion Rq en Uiy X...X Uiy
Ahora bien, dada una relacion Rg en Ui X...X Ui existe
s6lo una relacion Rgen U X...X U, lamés grande en el
sentido que contiene a todas las otras relaciones, cuya
proyeccion en Ui X...X Ui sea Rq ; a esta relacion se
la calcula como:
(G0)Rg & |
UX.XU
en vista de lo anterior, el valor de Rgen el punto (u ,....u )
es igual al del punto (u,..,u) en la misma relacion,
siempre y cuando los argumentos en i ,...,i, en ambas
n-tuplas, sean los mismos.
Con base en la definicion de extension cilindrica, R
satisface la relacion de inclusion:
(31) R cRq Vyq
O sea, “Cualquier relacion Ren U X.. X U, esta incluida
en la extension cilindrica, Rq, también en el mismo
espacio, de cualquiera de sus proyecciones Rg”.

WRq(ui, .. uip)(uy,....u,)

Yy, por tanto:
(32) R cRq n.."Rq paragq,..q arbitrarios.

Si se establece el caso particular en el que g =1,...qg =n

entonces

(33) ReRA..HE

donde R ,....R_son las proyecciones de R en U,...,U,
respectivamente ,y R ,...,R son sus extensiones
cilindricas en Ul X...X Un. Si se vuelve a mirar la
definicion de producto cartesiano, comprobara que
(34) R~N.NR =R X.XR.

Ejemplo 17.

Retomemos informacion del Ejemplo 16,y obtengamos
lo siguiente:
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CG = 1.0/20, 1.60, 50) + 1.0/(20, 1.60, 75) +
1.0/(20, 1.60, 100) + 0.9/(20, 1.80, 50) + 0.9/(20, 1.80,
75) + 0.9/(20, 1.80, 100) + 0.8/(20, 1.90, 50) + 0.8/
(20, 1.90, 75) + 0.8/(20, 1.90, 100) + 1.0/(35, 1.60,
50) + 1.0/(35, 1.60, 75) + 1.0/(35, 1.60, 100) + 0.9/
(35, 1.80, 50) + 0.9/(35, 1.80, 75) + 0.9/(35, 1.80,
100) + 0.8/(35, 1.90, 50) + 0.8/(35, 1.90, 75) + 0.8/
(35, 1.90, 100) + 1.0/(50, 1.60, 50) + 1.0/(50, 1.60,
75) + 1.0/(50, 1.60, 100) + 0.9/(50, 1.80, 50) + 0.9/
(50, 1.80, 75) + 0.9/(50, 1.80, 100) + 0.8/(50, 1.90,
50) 0.8/(50, 1.90, 75) + 0.8/(50, 1.90, 100)

CG.... . =10/20,1.60,50) + 1.0/(20, 1.60,75) +
1.0/(20, 1.60, 100) + 0.9/(20, 1.80, 50) + 0.9/(20, 1.80,
75) + 0.9/20, 1.80, 100) + 0.8/(20, 1.90, 50) + 0.8/
(20, 1.90, 75) + 0.8/(20, 1.90, 100) + 0.8/(35, 1.60,
50) + 0.8/(35, 1.60, 75) + 0.8/(35, 1.60, 100) + 0.7/
(35, 1.80, 50) + 0.7/(35, 1.80, 75) + 0.7/(35, 1.80,
100) + 0.6/(35, 1.90, 50) + 0.6/(35, 1.90, 75) + 0.6/
(35, 1.90, 100) + 0.6/(50, 1.60, 50) + 0.6/(50, 1.60,
75) + 0.6/(50, 1.60, 100) + 0.4/(50, 1.80, 50) + 0.4/
(50, 1.80, 75) + 0.4/(50, 1.80, 100) + 0.3/(50, 1.90,
50) + 0.3/(50, 1.90, 75) + 0.3/(50, 1.90, 100)

4.3 Composicion de Relaciones Borrosas.

Sean R. Q relaciones de U a U (o lo que es 1o mismo,
enUXU)yUaU, respectwamente la composicion
de Ry Qesuna relacion borrosa en Ul X U3 denotada
como R ° @y definida por:

@B5)R° Q=]

U X
Examinando la definicion de extension cilindrica, se
puede suministrar una interpretacion intuitiva de lo que
es la composicion de relaciones borrosas. Suponga que
Ry Q son dos relaciones borrosas. Sean, ademas, R, Q
las extensiones cilindricas de R, Qen U X U, X ¥
entonces de la definicion de R ° Q se tiene que
(36) R°Q=ProyRnQenUXU.

= ProyRXQenUXU.

VU, [pﬁ(l{. u')./\.pg(u! w)l(u , u)

Ejemplo 18.

Se tiene la relacion R en DEPORTES X PERSONAS,
donde DEPORTES = {Ajedrez, Tejo}, PERSONAS =
{ Maria, Amparo, Gloria}, y una relacion borrosa Qen
PERSONAS X COMIDAS con COMIDAS =
{Lasagna, Frijoles, Pollo}, veamos tales relaciones:

R = {0.6/(Ajedrez,Maria) + 0.2/(Ajedrez,Amparo) +
0.3/(Ajedrez,Gloria) + 1.0/(Tejo,Amparo) + 0.8/
(Tejo,Gloria) }

Q = {0.8/(Maria,Lasagna) + (.5/(Maria, Frijoles) +



0.5/(Maria, Pollo) + 0.4/(Amparo, Frijoles) + 0.4/
(Amparo, Pollo) + 0.9/(Gloria,Lasagna) + 1.0/
(Gloria,Frijoles) + 0.2/(Gloria,Pollo) }

R°0=

{\V[(0.6/(Ajedrez, Maria) N0.8/(Maria, Lasagna)), (0.3/
(Ajedrez,Gloria)n0.9/(Gloria, Lasagna)] +v[(0.6/
(Ajedrez, Maria)n0.5/(Maria,Frijoles)),(0.2/
(Ajedrez, Amparo)n0.4/(Amparo, Frijoles)),(0.3/
(Ajedrez,Gloria) nl.0/(Gloria, Frijoles))
+v[(0.6/(4jedrez, Maria) n0.5/(Maria, Pollo)),(0.2/
(Ajedrez, Amparo)n0.4/(Amparo,Pollo)),(0.3/
(Ajedrez,Gloria) n0.2/(Gloria, Pollo))]
+v[0.8/(Tejo,Gloria) n0.9/(Gloria, Lasagna)]
+v[(1.0/(Tejo,Amparo) n0.4/(Amparo, Frijoles)), (0.8/
(Tejo,Gloria)n1.0/(Gloria, Frijoles)))
+v[1.0/(Tejo,Amparo) n0.4/(Amparo, Pollo)),(0.8/
(Tejo,Gloria)n0.2/(Gloria, Pollo)]}

R ° QO = {0.6/(Ajedrez,Lasagna) + 0.5/
(Ajedrez Frijoles) + 0.5/(Ajedrez,Pollo) + 0.8/
(Tejo,Lasagna) + 0.8/(Tejo,Frijoles) + 0.4/
(Tejo,Pollo)}

5. ElPrincipio de Extension.t

Es un axioma de fundamental importancia en la
teoria, pues suministra el soporte formal para extender
los conceptos matematicos de la teoria no borrosa en
ambientes borrosos. Especificamente, en la teoria clasica
matematica, las operaciones se efectian sobre elementos
0 puntos pertenecientes al dominio o universo de
discurso; mediante el principio de extension se pueden
generalizar las definiciones para efectuar las mismas
operaciones ya no sobre elementos o puntos del dominio,
sino sobre conjuntos o relaciones borrosas del universo
en cuestion, veamos:

Considere un mapeo I' de Ul en U2, denotado por:

(37) Ul - 02
r
y sea A un subconjunto borroso de U expresado como:

(38)  A=pu) u+tp ) u

entonces el principio de extension asegura que se induce
un subconjunto borroso B en U2 de la siguiente forma:
(39)  B=T(A)= T(uyl)l ul+..-p,(uN) uN)

- pA{tzl)/I‘(:l]_§+...+pA(uN)/
T(uN ) - B

Siel Sop(A) es el continuo, o sea:
(40) A= [p@i
U

entonces el principio de extension asume la siguiente
forma:

@)B=T() =T (fu@i) = [p /T
U U

Efectuando una generalizacion del principio de extension
para el caso en que I sea un mapeo n-ario desde U,
X..X U aV,yAunconjunto (relacion) borroso de U
X...X Un que esta distinguido por su funcién
caracteristica Wul,....un), con ui, i= 1,...,n denotando
puntos genéricos en Ui, se obtiene:

(42) B=T()=T(
UX.XU
= Iud(uf,...,u,,)/l'(uL...,u")
v
Ahora bien, se puede ampliar ain mas el alcance del
principio de forma que trate con el caso en que el mapeo
I"desde U X...X U a V sea borroso, o sea I', donde
W(u,...,u,v), es la funcion que caracteriza el mapeo
borroso I’ , A es un subconjunto borrosode U X..X U
con su funcién caracteristica Mu,...u),y B es el
subconjunto borroso inducido en V,} mediante la
siguiente forma:

(43)B=T()=T/(]
UX.XU

Ejv(lu'. un) [“r (ul""'un'v) A “d(u.f'
4

pd(u,,...,un Muy,...u))

Ralu) .t )/ (), u,))

g W JIL (yithy)

Volviendo al caso de un mapeo no borroso I', se puede
presentar la posibilidad de que €l sea un mapeo funcional
Jfdonde la formula adquiere la forma:

44 B=fia)=f(] WA, ccu )/ (u, ) )
UI'X. X Un
= fpé(u,,...,u”)/f(u,,...,u,,)

v

que es la forma mas frecuente de encontrar el principio
de extension.

Ejemplo 19.

Suponga que se tiene la ecuacion x* - 4x + )’ = () que
establece la relacion no borrosa y = + x(4 - x)" y,
ademas, el subconjunto borroso de R, 4 = 0.9/-2 +
0.4/(-3/2) + 1/-1 + 0.6/(-1/2) + 0.5/0 + 0.8/(1/2) +
0.3/1 +0.2/(3/2) + 0.7/2. La relacion no-borrosa puede
considerarse como la union de las dos funciones f(x) =
x(4-x2)°yf(x)=-x(4-x2)" ,0sea:

Ix)=/fi(x) U f2(x)

Luego,

B=T(A)=f1(4) U fi )




=0.9/fi(-2) + 0.4/ f1(-3/2) + 1.0/ fi (-1) +0.6/f1 (-1/ =0.9/0.0+ 0.4/-1.98 + 1.0/-1.73 + 0.6/-0.97 + 0.5/
2)+0.5/f1(0) + 0.8/ f1(1/2) + 0.3/ f1 (1) + 0.2/ f1 (3/ 0.0+ 0.8/0.97 +0.3/1.73 + 0.2/ 1.98 + 0.7/0.0 + 0.9/
2)+0.7/f1(2) + 0.9/ f2(-2) + 0.4/ f2(-3/2) + 1.0/ fz (- 0.0+ 0.4/1.98 + 1.0/1.73 + 0.6/0.97 + 0.5/0.0 + 0.8/

1)+ 0.6/f2(-1/2) + 0.5/ f2 (0) + 0.8/ f2 (1/2) + 0.3/ f2 -0.97 + 0.3/-1.73 + 0.2/-1.98 + 0.7/0.0
(1) + 0.2/ f2(3/2) + 0.7/ f2 (2) B =04/-1.98+ 1.0/-1.73+ 0.8/-0.97+ 0.9/0.0 + 0.8/

0.97+ 1.0/1.73 + 0.4/1.98

t Este tema se puede encontrar en otros fuentes como Subconjuntos borrosos inducidos por un mapeo

I A este tema lo pueden tratar en otras textos como Subconjuntos borrosos Condicionados.
L}
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