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Optimo econémico de maquinas y equipos
Parte I. Delimitacion del problema

Gabriel Poveda Ramos"®
(Recibido el 30 de mayo de 2002)

Resumen

Este articulo presenta un estudio desde el punto de vista matematico (algebraico
y del anélisis) de cierta clase de problema de la economia y la tecnologia
industrial, que se refieren a la compra o construccion y, operacién de maqui-
nas ¢ instalaciones (bienes de capital, en general), que exigen una inversién
financiera inicial, que se van a operar por algunos meses o afios, en forma
continuada, y que luego, finalmente, van a ser retirados para revenderlos como
bienes usados o para desecharlos como materiales sin valor. Uno de los asun-
tos clave en la ingenieria industrial es determinar desde el principio, con algu-
na certidumbre, cuanto tiempo se va a mantener la maquina o instalacién
en uso. Esta determinacion es necesaria para adoptar de manera racional y
optima varias decisiones importantes, como por ejemplo: a qué oficios se les
asigna, qué productos o servicios va a entregar, qué régimen de mantenimien-
to se le va a aplicar, cémo se va a depreciar y otras diversas que son importan-
tes y muy relevantes en la empresa industrial. Entre otras novedades estamos
introduciendo la nocion de “dimension fisica” de magnitudes financieras y
economicas.

---------- Palabras clave: ingenieria econémica, bienes de capital, in-
version, vida util, depreciacion, valor de salvamento.

Economic optimum for machinery
and equipment. Part I. Problem definition

Abstract

This paper presents a study made from the standpoint of Mathematics (both
algebraically and of the analysis) of a certain class of problems in the field of
industrial economics and technology, referring to the project of purchasing
—or building— and operating machines or facilities which require an initial
investment and intended to be operated in a continued way during several
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months or years, to be finally retired and sold as used goods or discarded as
worthless materials. One of the key issues in industrial engineering is to deter-
mine (or estimate) in advance from the beginning, with reasonable certainty,
how long is the asset to be active and working. This figuring - out is necessary
in order to adopt, in a rational and optimal manner, some important decisions
as for example: which jobs to be assigned to the machine, which products or
services will it render, how is it going to be maintained, how fast to depreciate
it and several other questions which are quite relevant in the industrial life.
Among other new ideas we introduce here the concept of “physical dimension™
for financial and economic magnitudes.

---------- Key words: economic engineering, capital goods, investment,
useful life, depreciation, surrender value.
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Introduccion

Este es un tema que los libros sobre economia
industrial, de economia para ingenieros, de inge-
nieria industrial y de matematicas financieras no
tratan. Para comprobarlo pueden consultarse las
referencias dadas en la bibliografia, como ejem-
plos muy representativos. Tampoco el autor lo
ha visto tratado en las revistas técnicas o cienti-
ficas referentes a estas materias (ver algunas
de las mas importantes en la bibliografia).

Los matematicos colombianos no se ocupan de
temas de esta naturaleza, a pesar de que éstos
son importantes y (tiles. Nos estamos refiriendo
al tema de estudiar y decidir la compra o la cons-
truccion de equipos, maquinas, instalaciones o,
en general, de bienes de capital y de establecer,
ex-ante, un programa de operaciones para ellos.
Esta es una situacion frecuente en paises en de-
sarrollo como Colombia, que pone en juego in-
versiones en dinero importantes y en la cual es
muy necesario tomar decisiones dptimas en sen-
tido técnico y en sentido econémico. El caso se
da muy especialmente en sectores modernos de
la economia como son la industria fabril, el sec-
tor eléctrico, la gran mineria, la construccion de
obras publicas y el transporte ferroviario, segtin
la experiencia del autor. Este Gltimo ha elabora-
do el trabajo que aqui se presenta con base en
esa experiencia, y ha tenido la oportunidad de
aplicar los métodos que aqui se muestran a va-
rios casos de la realidad industrial y tecnologica
de Colombia.

En Colombia y en muchos otros paises los temas
mencionados se resuelven, en la practica y por
lo comtin, mediante conjeturas intuitivas o basa-
das en los antecedentes rutinarios o la experien-
cia de afios, 0 en guesses mas o menos fundados
en consideraciones puramente cualitativas e
intuitivas.

Este articulo tiene cuatro propdsitos:

1. Presentar estos resultados que son novedosos
y utiles.

2. Demostrar que las matematicas son utiles tam-
bién para propoésitos mundanos.

Optimo econdmico de maquinas y equipos

3. Avanzar el conocimiento en la disciplina de la
microeconomia matematica (que es atin muy in-
cipiente).

4. Invitar a ingenieros y matematicos a obtener
nuevos resultados en este terreno.

El problema y su modelo
matematico

En el mundo industrial es muy frecuente la situa-
cion crucial en que se trata de comprar o cons-
truir una maquina, o una instalacion (o en general,
un bien de capital) que implica una inversion con-
siderable y que ha de utilizarse en propésitos
predeterminados. Y se trata de esclarecer de an-
temano varios aspectos de su operacion, de tipo
cuantitativo, que puedan expresarse en datos
numéricos y en funciones algebraicas o trascen-
dentes de variables reales. Uno de estos aspec-
tos es el referente a la duracion de vida util en
que se puede operar la maquina en condiciones
que optimicen su rendimiento real. El otro, atn
mas importante es el de calcular antes de reali-
zar el proyecto, cuanto serd el maximo beneficio
economico que puede esperarse del mismo, en
términos de utilidad promedio anual, que le inte-
resa mucho al inversionista.

El asunto invertir en un bien de capital, nuevo, al
que designaremos con la letra B, para producir
un bien material o para rendir un servicio que es
cuantificable en unidades fisicas de medida (como
toneladas, litros, metros cuadrados, millares de
unidades) y que se va a vender a precio conoci-
do o que es estimable a futuro. Dicho bien o ser-
vicio se denominara P. La inversion va a costar
una suma de dinero que designaremos con W(0)
y que aqui mediremos en ddlares. Ejemplo de
esta situacion es comprar un telar para producir
telas; o construir un ferrocarril que transporte
carga por toneladas-kilémetros; o adquirir un tor-
no automatico para tornear piezas por millares
de unidades; o instalar un alternador para produ-
cir kilovatios-horas de energia.

En el mismo momento de hacer la inversion se
pone en funcionamiento el activo B para produ-
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cir a P en un régimen uniforme o variable pero
continuo.

En ese momento, para tomar la decision, debe
determinarse cuénto tiempo vamos a operar a B,
con el fin especifico de que nos optimice la ren-
tabilidad promedio anual, porque de esto depen-
den otras decisiones que es necesario aplicar de
inmediato, como el grado de utilizacion de su
capacidad, el régimen de mantenimiento y de
reparaciones que se aplicardn, las formulas que
se usen para depreciacion contable, y otros.

Por eso lo esencial de este documento se refiere
a la predeterminacion de la vida util y la rentabi-
lidad 6ptima que se programen para B en el futu-
ro, pero con ayuda de rigurosos métodos del
algebra y de andlisis matematico.

La tabla 1 muestra unos pocos (veinte) ejemplos
de maquinas o equipos B y sus productos P.

Ejemplos de equipos y productos. La expe-
riencia del autor le permite sefialar algunos tipos
de bienes de capital y de productos a los que
puede aplicarse estas ideas y estos métodos.

Tabla 1 Ejemplos de maquinas o equipos By sus productos Py el tiempo (1)

Bienes de capital (B) Produrcto (P) Tiempo (edad) de operacién
®
Nombre Unidad
de cantidad
Telar sin lanzadera Tela plana m? Dias completos de tiempo
trabajo
Tractocamion Transporte de carga tons-km Kilémetros recorridos
Pequefia fundicion Piezas fundidas Kilos Numero de coladas
de cubilote
Avioneta Transporte pasajeros Numero de Horas voladas
pasajeros
Edificio oficinas Espacio para arrendar m2-mes Anos de vida

Alternador Energia eléctrica

Horno eléctrico de arco Acero de chatarra

Reactor - autoclave Resinas poliméricas

Torno paralelo para Piezas torneadas

metales

Impresora rotativa Impresos en papel

Vapor de agua
alta presion

Caldera eléctrica
Horno panaderia Pan y galletas
Torre de destilacion Alcohol etilico

Tanque fermentador Cerveza

kilovatios-hora
Toneladas
Toneladas

Toneladas de
metal
Toneladas de
papel
Toneladas de
vapor

Toneladas de
producto

Metros cubicos
de alcohol

Hectolitros
cerveza

Horas de trabajo
Meses de vida
Meses o anos de trabajo

Dias o meses de trabajos

Meses o afos de trabajo

Horas o dias completos

Toneladas de harina

Dias trabajados completos

Numero de tandas
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Tabla 1 (continuacion)
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Bienes de capital (B)

Producto (P)

Tiempo (edad) de operacién
(1)

Nombre

Unidad
de cantidad

Horno rotatorio Cemento calcinado

Cargador de mineria Cargue de mineral
Soldadora tubos de acero Tuberia con costura
Sierra mecanica circular Madera aserrada
Maquina Fourdrinier

Papel

Computador mainframe  Servicio computacion

Toneladas de
cemento

Meses o anos de
trabajo

Toneladas de Horas o dias completos

mineral

Toneladas de Horas o dias completos
tuberia

Piezas o Dias trabajados completos
toneladas

Toneladas de
papel

Horas-maquina

Anos de trabajo

Meses o anos de trabajo

Podrian sefialarse muchos mas ejemplos rele-
vantes.

Al enfrentar el problema de la vida atil 6ptima de
B y de su correspondiente rentabilidad maxima
hay que tener en cuenta varios aspectos: el volu-
men de produccion que va a dar; el precio unita-
rio de P; el costo de las materias primas que
necesita; la vulnerabilidad de B a dafios que pue-
dan destruirla; el costo de mantenimiento y su
comportamiento con la edad; el rendimiento en
producto por dia, y su eventual merma o aumen-
to en el futuro.

Observemos primero que el transcurso de la vida
de produccion de B puede medirse en horas, dias
u otra unidad de tiempo fisico trabajada o
trabajable. Pero puede medirse también en algu-
na otra variable diacrénica o evolutiva que crez-
ca con el tiempo de operacion. Puede ser, por
ejemplo, en kilometros recorridos si se trata de
un camion; o nimero de revoluciones que ejecu-
te un mecanismos rotativo; o kilovatios-horas que
consuma un aparato eléctrico; o yardas cubicas
que excave una retroexcavadora. En la tabla 1
se muestran varios ejemplos de B que son bien
conocidos en Colombia y otros paises, y las co-

rrespondientes unidades no cronométricas pero
que se usan en la practica para medir la edad “¢”
de B. Pero en este articulo hablaremos solamen-
te de medidas de tiempo fisico de trabajo pro-
ductivo de B, y este sera medido en unidades
como horas, dias o meses, que son los mas co-
munes en la practica industrial y financiera. In-
dicaremos con “f” la variable “tiempo”; y con
“df” un diferencial de tiempo, y cuando sea ne-
cesario lo identificaremos fisicamente como un
segundo (1/60 de minuto) de trabajo de B. Un
segundo es suficientemente pequefio frente a los
meses o afios que puede adoptar 7, como para
poder admitir en el mundo real que 1 segundo =
1 diferencial de tiempo = dr. En la vida real de la
tecnologia y de la industria, la variable “tiempo™
nunca se puede considerar mas que en un lapso
finito (de afios o de dias); y por eso aqui conside-
ramos que en este sentido el tiempo “f” asume
valores que son todos positivos (# = 0),; que es
variable solo en incrementos positivos (el curso
del tiempo es irreversible: A7 2 0); y que en todo
problema de estos hay una cota superior €2 para
t. En la teoria esta cota puede ser finita o infini-
ta; a la variable ¢ la llamamos la “edad” de la
maquina B, en los distintos momentos de su his-
toria en servicio.
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Algunas informaciones previas
necesarias

Valor econémico y edad

El valor en dinero de una maquina B en el co-
mercio varia, en la realidad, con varios factores:
segun su calidad, segun sus materiales, seglin su
edad, segun su rendimiento, etc. Pero una vez
que se compra nueva, en perfecto estado y se
pone en uso, su valor como equipo usado depen-
dera més que todo de su edad t. Asi pues, llama-
remos W(0) el valor que cueste la maquina nueva
(1= 0); y W(1) sera el valor que tenga como equi-
po usado, a la edad t. Los valores de W(0) los
dan los constructores de las maquinas; y los de
Wi(t) los da el mercado de equipos usados, que
es un mercado muy activo en el mundo. En to-
dos los casos W(r = 0) se expresa en moneda
dura. En nuestro caso lo expresamos en ddlares
constantes puesto que en todo este trabajo ad-
mitimos valores en moneda constante, sin infla-
cion. Para el usuario de B es la suma en que, si
lo decide, puede venderla a edad “r” y recuperar
asi el dinero que invirtié en comprarla, o una par-
te de él (si se ha desvalorizado), o recuperar algo
mas (si se ha valorizado).

La funcién W(1) puede asumir, segun el bien es-
pecifico B de que se trate, formas varias, de las
cuales se sugieren algunas en la figura 1. Un
ejemplo en Colombia, hoy de un activo que se
valoriza en el tiempo (¥{1) > 0) es la tierra urba-
na. Un ejemplo de otro bien que poco se valoriza
ni se desvaloriza es un transformador eléctrico
de potencia. Y ejemplo de B que se desvaloriza
rapidamente es un torno para metales
(V’(t) <0). La realidad de los mercados de ma-
quinas y equipos permite atribuirle a esta fun-
cion, cualquiera que sea su forma especifica las
siguientes propiedades:

* El dominio de W(#) es el intervalo de ¢ duran-
te el cual la maquina siga existiendo y sea
usable. Se llama la vida técnica atil maxima
posible de B y la indicamos por . Mas abajo
nos referiremos de nuevo a ella.

* W(t) es positiva para todo t excepto para
los valores de t que sean iguales o mayores
que ®. Ademds, es acotada superior e
inferiormente, como es obvio por su defi-
nicion.

¢ W(t) es continua y derivable en todo su domi-
nio (0, ), salvo quizas,ent=0o0en = .

* (1) puede ser creciente (W’(t) > 0) en algu-
nos tramos de su vida técnica util maxima
posible, pero solo en muy pocos casos lo es
durante toda ella.

* Cuando ¢ tiende a ®, W(t) es definitivamen-
te decreciente (se dice que B se desvaloriza
cuando W'(t) < 0; y se valoriza cuando
W'(t) > 0).

* La dimension fisica de W(t), y sus unidades
son las de “dinero”, que llamaremos K.

—g——

T | = Casol
. |~ caso Il
| = Caso Il
|~ Caso IV
s |~ CasoV

Figura 1 Algunos tipos de funciones de valor segun
edad

La funcion de supervivencia

La experiencia técnica universal ha mostrado que
cada tipo especifico de maquinas (y muchas ve-
ces, cada marca de un mismo tipo de maquinas),
a medida que se usa en el transcurso del tiempo
(1) presenta un fenomeno de “mortalidad”, con-
sistente en que sus unidades se van dafiando de-
finitivamente, de modo determinista o aleatorio.
Asi pues, una misma cohorte de muchas unida-
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des coetaneas (0 como se dice “de un mismo
modelo”, por ejemplo camiones marca X “mo-
delo 1997”) va registrando “bajas” en su niime-
ro a medida que trabajan, desde el momento
cuando se ponen en servicio, o sea, desde ¢ = 0.
Si se consideran cohortes numerosas (que es lo
comun en el mercado de bienes de capital, como
lo es B), entonces la experiencia técnica y los
métodos estadisticos permiten construir una fun-
cion que designamos R(?), donde 7 es la vida ya
transcurrida en operacion, funcion que expresa
el porcentaje o fraccion numérica de unidades
del tipo y marca B que siguen trabajando a la
edad 7 (comun a todas ellas), medida desde
cuando comenzaron a trabajar, o sea de ¢ = 0,
figura 2.

1.00

\ =y
\ !\ -« Caso ll
\ \ \ — Caso lil|
R N, F \ = Caso IV
\
[ b \
| o, \
. — "'
T N Edad t

Figura 2 Algunas funciones de supervivencia

Los libros sobre teoria de confiabilidad de siste-
mas llaman a R(?) “funcion de supervivencia”.
Recordando la estadistica elemental, esta fun-
cion se puede interpretar como la probabilidad a
priori de que al comenzar a trabajar la maquina
B, en el momento ¢ =0, ella llegue eventualmen-
te a alcanzar la edad t en operacion [9].

De acuerdo con su definicion conceptual, es vi-
sible de inmediato que la funcion R(?) tiene las
siguientes caracteristicas:

* R(0) =100% = 1,00: a la edad f = 0 de las
maquinas, es seguro que todas echan a tra-
bajar.

Optimo econdémico de maquinas v equipos

* R(t) > 0: o0 sea que R(?) es positiva en todo su
dominio de #, excepto en un punto = ®, don-
de R(w) = 0. Este dato w se llama la *“vida util
maxima posible” de B y lo debe suministrar
el fabricante o constructor de la miquina; o
lo debe investigar quien la va comprar para
usarla. Se expresa, por supuesto, en meses,
afios u otra unidad de la edad 7. Usualmente,
y en la préctica industrial, es del orden de
varios meses o varios afios de trabajo, o su
equivalente en otras unidades de medida no
cronométricas (como ya se explicd).

* Eldominio de definicion de la funcién R(?) es
el intervalo continuo y conexo que esta com-
prendido entre =0y # = . Si fuese necesa-
rio considerar momentos cuando 7 > ®,
complementaremos el dominio poniendo por
definicién que R(¢> ®) = 0. En algunos casos
de maquinas y equipos muy duraderos, el va-
lor de  puede tomarse teéricamente como
® = oo, Y, de todas maneras siempre se estara
cumpliendo que @ < Q < +oo.

* R(1) es monotonicamente decreciente (o me-
jor, no creciente) en todo su dominio.

* Elrecorrido de los valores posibles de R(?) es
el intervalo cerrado [0, +1]. O sea, que es
acotada superior e inferiormente.

* La funcién R(?) se construye mediante la ob-
servacion y el registro estadistico empirico de
muchas maquinas del tipo y marca de B. Se
expresan estas funciones mediante tablas
numéricas, o mediante funciones algebraicas
o trascendentes que son “ajustadas™ con las
observaciones estadisticas sobre “mortalidad”
y supervivencia de equipos del mismo tipo
de B.

* Admitiremos que la funcién R(?) es continua
y derivable, o sea que dR/dt = R ’(t) existe en
todo el dominio. Segun lo ya dicho, R’(1) <0
porque R(?) es no creciente.

* Ladimension fisica y las unidades de R(7) son
K°Z°, donde K = [Dinero], y Z = [Tiempo].
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La figura 2 muestra esquematicamente las gra-
ficas de algunas funciones de supervivencia de
sendos tipos de méaquinas, que son imaginables,
y que se encuentran en la practica industrial.

En una situacion practica y concreta la funcién
R(#) la debe suministrar el constructor de B; o la
debe establecer el comprador por observacio-
nes directas empiricas, con la ayuda de perso-
nas experimentadas y de los métodos estadisticos
convencionales. En la literatura se encuentran
funciones de supervivencia para maquinas
muy conocidas, como motores de automovil,
alternadores eléctricos de potencia, reactores
quimicos, tracto-camiones, etc.

Valor recuperable ex-ante

En el momento de comprar y arrancar B su due-
fio o usuario puede y debe al menos estimar o
proyectar R(#) y W(t) para su vida futura (1 > 0
hasta t = ). Segun la teoria de probabilidades
(Feller, 1950), el valor que el usuario puede esti-
mar en ¢ = 0 que quiza recupere en el futuro
(t> 0 hasta t = ®) si vende B, es R(t) W(1) = V(1).
Este se llamara valor recuperable de la maquina
ex-ante. Obviamente V(0) = W(0) es el mismo
valor que ha costado aquella, nueva, al instalar-
la. Este valor ¥(?) es uno de los datos fundamen-
tales de todo el calculo econémico de este
problema y en este trabajo nos referiremos al
mismo, mas bien que a W(¥). En algunos casos
especificos en que B es muy duradera, robusta y
confiable, puede ponerse para nuestros calculos
que R(1) = 1 y en ese caso tendremos que V(1) °
W(t). Asi ocurre, por ejemplo si B es una loco-
motora diesel, 0 una maquina Fourdrinier para
hacer papel, o un transformador de potencia eléc-
trica.

Teniendo presente las propiedades ya mencio-
nadas de R(1) y de W(1) es facil deducir las si-
guientes propiedades de V(t) = R(1) W(t):

a. V(1) es una funcion definida positiva y acota-
da en su dominio, excepto en el punto donde
primero se anule W(#) o R(1) (Esta ultima se

hace cero en ¢ = ®). De ese momento en ade-
lante V(1) se anula.

b. V(1) puede ser creciente, o constante, o de-
creciente, segln el bien de capital B de que
se trate, segun su edad, segin su estado fisi-
co y segun las circunstancias econdmicas y
tecnologicas al momento de construir o esti-
mar sus valores futuros.

c¢. Las dimensiones fisicas de V() y sus unida-
des son K'.

Rendimiento y edad

En la realidad del mundo de las méaquinas y los
equipos ocurre que, en general, con el paso del
tiempo, ellos van mermando su rendimiento fisi-
co, medido en unidades de P por hora-méaquina o
por mes-maquina, salvo quiza, en algunos equi-
pos (como los motores de automovil y los diesel,
por ejemplo) que mejoran su rendimiento en los
primeros dias o primeros meses de actividad. El
estudio sistematico de maquinas o bienes como
B, con informacion de fabricantes y de varios
usuarios, permite conocer o calcular desde el
momento 7 = 0, dos datos a saber:

* El rendimiento fisico o productividad de la
maquina en sus primeros momentos de vida
activa, que llamaremos P, Se mide en unida-
des fisicas de P por hora o por mes de trabajo
de B. Es frecuente que el proveedor de B
suministre este dato y aun que lo garantice al
comprador.

* Una funcion g(7) que expresa la productivi-
dad o rendimiento fisico de B cuando tenga la
edad ¢, como porcentaje o fraccién numérica
de P, Esto significa que a cualquier edad
t 2 0, el valor de la productividad se expresa
como P, g(t). Es generalmente el usuario
quien tiene que averiguar y construir g(7) con
base en la experiencia propia o de otros usua-
rios. Se le llama la productividad programada
de B. Para construirla también debe consul-
tarse a fondo el mercado del producto P por-
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que el producto aritmético P, g(z) no debe
exceder a lo que el mercado pueda absorber
de nuestro proyecto.

En la tecnologia industrial, y en la realidad indus-
trial actual, la funcién g(#) tiene algunas propie-
dades que es necesario sefialar:

* La funcién g(1) es definida positiva, y acota-
da en su dominio, como es obvio.

* Sudominio yace a la derecha del origen ¢ = 0.

* Técnicamente el dominio no puede sobrepa-
sar el punto 7 = @.

* g(+eo)=0: ninguna maquina a edad +o puede
producir ya nada.

* Puede ser creciente en parte de su dominio
(0 en todo €l) o decreciente en otra parte (o
en todo €l). Muchos bienes de capital tienen
la funcién g(#) = constante, durante su vida
util, o en buena parte de ella.

* Es funcién continua y derivable en todo su
dominio.

La figura 3 muestra algunas formas usuales en
la practica industrial, de la productividad g(#) que
se pueda programar para la maquina o instala-
cion que hemos llamado B, en ciertos casos es-
pecificos.

g(0) = 1 += . S PR

T Una torre de destilacion |

-~ Un motor diesel
! ~- Un edificio

Figura 3 Algunas formas posibles de g(t)

Optimo econémico de maguinas y equipos

Por su definicion es evidente que la variable g es

cero-dimensional: su dimension fisica es [g] =
K¢z

Insumos y productos

El precio en dinero de una unidad fisica de P lo
llamamos p. Se mide en ddlares constantes (o su
equivalente) por unidad de cantidad fisica: por
ejemplo en délares/kilo, yenes/mil unidades, etc.
Generalmente estd dado por el mercado. En la
realidad puede variar a través del tiempo, pero
en nuestro caso lo consideraremos como un dato
fijo por cuatro razones:

a. Porque al ser medido en moneda constante
sus fluctuaciones por lo general no serdn muy
fuertes ni bruscas.

b. Para no introducir a nuestro modelo compli-
caciones innecesarias.

c. Porque en la vida real de la industria, las mas
de las veces el valor numérico de p se toma
por su valor en ¢ = 0 para los célculos y las
proyecciones economicas.

d. Para que algin lector de esta nota adopte el
caso de p(t) como variable que sea depen-
diente de t y haga otro modelo mas refinado.

Ahora bien: para producir una unidad fisica de P
(por ejemplo una tonelada, un millén de piezas,
un megavatio-hora, etc.) la tecnologia del caso
exige varios insumos Q,, Q,. ...0,, en cantida-
des fisicas determinadas, conocidas y no depen-
dientes de ¢. A estas cantidades se les llama
coeficientes técnicos de insumo/producto y las
indicaremos con s, s, ...s,, Sus valores los da
la experiencia del fabricante de B o la de otros
usuarios de B. Los costos por unidad fisica de
estos insumos son q,, ¢, ...q,, respectivamente
y se expresan en dinero por unidad de cantidad
(por ejemplo dolares/kilo, o yenes/litro, etc.). Sus
valores numéricos estan dados por los mercados

de 0, .0y

El mayor valor de cada unidad de P comparado
con sus insumos, que se obtiene en el proceso de
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usar B, se llama valor agregado unitario, y vale,
como es obvio

M
u(®) = pO)- Y, 5,9,®) 0
j=1

En el lenguaje de los ingenieros industriales y
contadores de costos, en las fabricas, se le dice
a veces “margen de contribucion por unidad”.
En nuestro modelo supondremos que dp/df =0y
que dg/dt = 0, luego: du/dt =0,y consideramos
u como constante respecto de . Anotemos de
paso que los economistas llaman coeficiente eco-
némico de insumo/producto a cada uno de los
coeficientes s; q,/p,, .Sy 9r/Py Y que €stos son
ntiimeros sin dimension fisica que se miden como
porcentajes o fracciones decimales (que son me-
nores que 1,00 desde luego).

Otros costos de operacion

Mantener a B funcionando y produciendo requie-
re al menos dos tipos mas de costos:

a. Los de la mano de obra que opera y sirve la
maquina.

b. Los costos de mantenimiento.

Por lo general estos dos son los més importan-
tes; y otros que puedan ocurrir (por ejemplo los
seguros del equipo) son menores. A la reunion
de todos ellos la denotaremos M(?) porque en la
realidad industrial suelen crecer con la edad ¢ y
se llaman costos de operacion y servicio. No in-
cluyen la depreciacién contable de la maquina.
Se miden en dinero por hora de trabajo de B (o
por dia o por mes) a cada edad . El usuario
que usa la maquina es quien puede determinar
esta funcion ex-ante, o medirla por su experien-
cia ex-post o0 a partir de la experiencia de otros
usuarios.

Costo del dinero, capitalizacion
y descuento

En textos conocidos sobre microeconomia, so-
bre célculo financiero y sobre economia para in-

genierfa se demuestran tres hechos sobre la rea-
lidad del dinero.

* Que un valor en dinero del futuro, x (£ > 0),
representa un valor en el dia de hoy, en mo-
neda dura, ¢ = 0, que es menor que aquel:

x(0) <x(t>0) ¥)

valor al cual se le llama el valor presente de
x(t) de contado en el dia de hoy 7= 0.

» Que la relacién entre x(?) y x(0) esta dada
por la ecuacion

x(t) = x(0)xe™ o sea x(0)=x(t)xe™

cuando los procesos de capitalizacién y des-
cuentos se hacen efectivos a intervalos
infinitesimales (digamos segundo a segundo,
en lenguaje bancario, y no mes a mes o afio
a afio). El namero e = 2,71828182845 ...
es, desde luego, la base de los logaritmos
neperianos.

* Que financieramente 7 representa el costo de
oportunidad de cada unidad de dinero por cada
unidad de tiempo, como por ejemplo, un
porcentaje por dia, 0 por mes, etc., pero capi-
talizado de manera continua (segundo a se-
gundo). En unidades fisicas tiene dimensiones
de inverso de tiempo, como dia”', o mes™, etc.
es una constante, y se determina con los ban-
queros y con asesores financieros.

+ La dimension fisica de r es K'Z'.

Horizonte de tiempo del proyecto

Al instalar una maquina o construir un equipo y
ponerlo a funcionar, en el mundo industrial y fi-
nanciero, es usual y es conveniente, prever la
duracion de tiempo que se espera hoy (en = 0)
que vaya a durar en servicio antes de retirarla, o
venderla o dejar de usarla.

Ese plazo de tiempo se llama el horizonte del pro-
yecto, lo designamos con 7, y en la préctica sue-
le sefialarse en varios meses o varios afios. Por
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ejemplo, si B es en si una fabrica completa del
producto P, en Colombia hoy, es usual prescribir
que T = 10 afios; si es un alternador suele
prescribirse 7' = 20 afios; si es un camion suele
prescribirse 7' = 5 aflos; etc. Pero para nosotros
ese dato, 7, no es recomendable que se fije de
modo convencional o intuitivo. En numerosas
ocasiones y casos reales, ese plazo que consti-
tuird la vida util de B se ha de fijar por considera-
ciones econdmicas, ya sea que su decision se
tome al principio (en # = 0) 0o en un momento
posterior del trabajo del equipo. Ese es el objeto
del modelo que aqui proponemos. A la vida util
prescrita desde hoy (7 = 0) para el futuro (¢ > 0)
la llamamos vida util programada (7).

En el lapso que dura cualquier segundo de tiem-
po (diferencial de 7 = d¥) de trabajo a una edad t
cualquiera, la maquina admite una contabilidad
economica como la siguiente:

Numero de unidades producidas de P:
P, - g(t)-dt

Valor agregado por B:

P, -g(t)-u-dt

Costos de servicio, en dinero: M(t)-dt (No in-
cluye depreciacion contable)

Utilidad durante df, a edad t: P, - g(#)-u — M(t)
Valor presente, descontado al dia de hoy, de esa
utilidad.

[Py - 8®)-u— M) ]x e -dt 3)

Esto se llama flujo operativo de fondos, neto, de
la fecha t, puesto en valor presente.

Probabilidad de que B esté trabajando a la edad
t, que estimamos hoy:  R(?)

Valor presente esperable de la utilidad en df, en
el dia de hoy

R®)-[P,-g®)-u—M® e -at @

Optimo econémico de miquinas y equipos

Asi que la utilidad futura, en dinero, descontada
al dia de hoy (z = 0), que se puede esperar del
trabajo de B desde hoy (¢ = 0) hasta su retiro (1 =
T)es

[ RO [P, -gO-u-MO et 6)

en donde cada simbolo representa las variables
y constantes que ya explicamos.

Valor de salvamento

Es el valor en dinero, W(t), que se puede recibir
por la venta futura de B cuando tenga la edad ¢ =
T en que se vaya a retirar. Pero esto ocurrira
eventualmente, con probabilidad

R(T), de modo que el valor esperable de esa venta
en esa fecha futura, al que llamaremos V(7), es

R(T)-W(T) = V(T) (6)

Yy, puesto en valor presente descontado hoy
(1 =0), ese valor es

R(T)-W(T)-e™ =V(T)-¢" (7)

Existen en el mundo real algunos tipos de maqui-
nas o equipos que pierden valor por el solo he-
cho de comprarlos. O sea que su valor de
salvamento a solo un segundo de comprarlo
(V(0+)) ya es menor que el valor ¥(0) de la pri-
mera compra:

W(O0+)<W(0) obien V(0+)<V(0)

Ejemplo de esta realidad practica es, entre otros,
un tractor agricola. La utilidad que esperamos
en ¢ = () que vamos a obtener durante (7, t + dt)
la llamaremos H(¢) y vale

H()= R(OIPy g(n)-M(1)]

Una condicion necesaria
de viabilidad financiera

A esta altura del andlisis es necesario cerciorar-
se de que el problema de la vida optima admita
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una solucién. Para ello es necesario que la fun-
cién H(t) que ya hemos construido admita un in-
tervalo de valores, finito o infinito, que llamamos
I, que le dé un valor positivo a la funcion

[H®- e dt+v@)-em-vO) @)

en donde T (tau) es cualquier punto de /, y en
donde

H(O)= RO[Py g1) - M(1)]

expresa lo que en la industria se llama utilidad
operativa de B. Las dimensiones fisicas de H
son [H] = [Dinero] , [Tiempo], que escribimos
también [H] = KZ.

El valor més pequefio de T que cumpla la condi-
cion (8) de mas arriba se llama el periodo de
reembolso (b) del equipo 0 maquina B y satisfa-
ce la igualdad

[H@®)-e -dt+V(©)-e " -V(0)=0

Si no fuera asi, eso significaria que los benefi-
cios acumulados y actualizados de B nunca re-
embolsarian la inversion inicial F{0) que exige el
proyecto. Mas abajo se sefialardn otras condi-
ciones para que el proyecto sea financieramente
viable.

La figura 4 muestra algunas formas posibles de
la funcion H(), la cual admitiremos que es conti-
nua y derivable en todo su dominio. En esta figu-
ra estamos suponiendo que ® es finita, pero en
algunas otras situaciones ® puede ser infinita.

Notese que H(0) puede eventualmente ser ne-
gativa. Pero atin asi H(t) debe cumplir la condi-
cion ya dicha mas arriba en (8). En el mundo
real, las funciones H(?) con que se trabaja son
(como se dice en célculo integral) de orden
exponencial lo que significa que el integral

j; H(t)e™"dt < +oo

es convergente o finito, para la funcién H(t) en
la vida real de la industria.

Valores posibles de H (t)

X\

s i
\_\\
/ \\u\
S Edad

/

Figura 4 Algunas formas posibles de H(t)
flujo de fondos proyectado,
en valor presente

Si el horizonte de tiempo que se est4 programan-
do para el proyecto es 7, se puede calcular des-
de hoy (¢ = 0), el valor del flujo neto de fondos
puestos en valor presente por la expresion

Eo R®)-[P, - g()-u—-M®) Jx 9)

e . dt—V(Q)+V(T)-e"

0 s€a

[[H®-emat+ V(@)™ -v©O)  (10)

seguin explicaciones que ya se dieron mas arri-
ba. A la expresién anterior la llaman los
inversionistas con el nombre de valor presente
neto del proyecto. Es condicién necesaria para
la viabilidad econémica del proyecto que se
tenga

) "H()-etdt +V(T) e —V(0)>0

por lo menos para algin intervalo I de valores de
T en el semieje positivo: 0 < T € L.
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