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Optimo econémico de maquinas y equipos
Parte I1. E1 modelo matematico

Gabriel Poveda Ramos®
(Recibido el 30 de mayo de 2002)

Resumen

Este articulo presenta un estudio desde el punto de vista matematico (algebraico
y del analisis) de cierta clase de problema de la economia y la tecnologia
industrial, que se refieren a la compra o construccion, y operacion de maqui-
nas e instalaciones (bienes de capital, en general), que exigen una inversién
financiera inicial, que se van a operar por algunos meses o afios, en forma
continuada, y que luego, finalmente, van a ser retirados para revenderlos como
bienes usados o para desecharlos como materiales sin valor. Uno de los asun-
tos clave en la ingenieria industrial es determinar desde el principio, con algu-
na certidumbre, cudnto tiempo se va a mantener la maquina o instalacion en
uso. Esta determinacion es necesaria para adoptar de manera racional y 6pti-
ma varias decisiones importantes, como por ejemplo: a qué oficios se le asig-
na, qué productos o servicios va a entregar, qué régimen de mantenimiento se
le va a aplicar, como se va a depreciar y otras diversas que son importantes y
muy relevantes en la de empresa industrial. Entre otras novedades estamos
introduciendo la nocién de “dimension fisica” de magnitudes financieras y
econdémicas.

---------- Palabras clave: ingenieria econémica, bienes de capital, in-
version, vida util, depreciacion, valor de salvamento.

Economic optimum for machinery
and equipment. Part II. Mathematical model

Abstract

This paper presents a study made from the standpoint of Mathematics (both
algebraically and of the analysis) of a certain class of problems in the field of
industrial economics and technology, referring to the project of purchasing
—or building— and operating machines or facilities which require an initial
investment and intended to be operated in a continued way during several
months of years, to be finally retired and sold as used goods or discarded as
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worthless materials. One of the key issues in industrial engineering is to deter-
mine (or estimate) in advance from the beginning, with reasonable certainty,
how long is the asset to be active and working. This figuring - out is necessary
in order to adopt, in a rational and optimal manner, some important decisions
as for example: which jobs to be assigned to the machine, which products or
services will it render, how is it going to be maintained, how fast to depreciate
it and several other questions which are quite relevant in the industrial life.
Among other new ideas we introduce here the concept of “physical dimension™
for financial and economic magnitudes.

---------- Key words: economic engineering, capital goods, investment,
useful life, depreciation, surrender value.
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Introduccion

Este es un tema que los libros sobre economia
industrial, de economia para ingenieros, de inge-
nieria industrial y de matematicas financieras no
tratan. Para comprobarlo pueden consultarse las
referencias dadas en la bibliografia, como ejem-
plos muy representativos. Tampoco el autor los
ha visto tratados en las revistas técnicas o cienti-
ficas referentes a estas materias (ver algunas de
las mas importantes en la bibliografia).

Los matematicos colombianos no se ocupan de
temas de esta naturaleza, a pesar de que éstos
son importantes y ttiles. Nos estamos refiriendo
al tema de estudiar y decidir la compra o la cons-
truccion de equipos, méaquinas, instalaciones o,
en general, de bienes de capital y de establecer,
ex-ante, un programa de operaciones para ellos.
Esta es una situacion que se presenta con fre-
cuencia en paises en desarrollo como Colombia,
que pone en juego inversiones importantes en
dinero, y en la cual es muy necesario tomar
decisiones optimas en los sentidos técnico y eco-
némico. El caso se da muy especialmente en sec-
tores modernos de la economia como son la
industria fabril, el sector eléctrico, la gran mine-
ria, la construccion de obras publicas y el trans-
porte ferroviario, segun la experiencia del autor.
Este Gltimo ha elaborado el trabajo que aqui se
presenta con base en esa experiencia, y ha teni-
do la oportunidad de aplicar los métodos que aqui
se muestran a varios casos de la realidad indus-
trial y tecnoldgica de Colombia.

En Colombia y en muchos otros paises los temas
mencionados se resuelven, en la practica y por lo
comun, mediante conjeturas intuitivas o basadas
en los antecedentes rutinarios o la experiencia
de afios, 0 en guesses mas o menos fundados en
consideraciones puramente cualitativas e
intuitivas.

Este articulo tiene cuatro propdsitos:

1. Presentar estos resultados que son novedosos
y utiles.

Optimo econdmico de miaguinas y equipos...
i )

2. Demostrar que las matematicas son ttiles tam-
bién para propésitos mundanos.

3. Avanzar el conocimiento en la disciplina de la
microeconomia matematica (que es atn inci-
piente).

4. Invitar a ingenieros y mateméticos a obtener
nuevos resultados en este terreno.

El autor agradece la colaboracién de la Univer-
sidad Pontificia Bolivariana que le ha proporcio-
nado el tiempo para redactar este articulo; del
ingeniero Germén Poveda Jaramillo por el uso
de su computador y de su software; a la ingenie-
ra Gladys Rincon por su ayuda computacional; y
al ingeniero David Poveda Jaramillo por sus uti-
les comentarios.

Rentabilidad anual descontada
del proyecto

Es una de las medidas mas recomendadas para
Juzgar la rentabilidad esperada del proyecto. Se
define por el cociente

[[H@®-eat+ V(). e ~v(0)
V)T

U(T) =
(11)

que expresa el valor, por cada afio promedio de
la vida T del proyecto, del flujo neto proyectado
que se espera, por cada dolar de la suma V(0)
que hoy se invierte. La dimension fisica de U es
[U] = K°Z.

Para que financieramente sea viable la inversion,
los banqueros y expertos financieros requieren
también la condicion de que, al calcular a U(t), en
el momento de hacer la inversion, se pronostique
que vamos a tener que U(t) > r (siendo siempre r
> 0), al menos dentro de un intervalo no degene-
rado de valores de T que son positivos.

La funcion U(T) se llamara la rentabilidad pro-
medio anual y descontada proyecto para el
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horizonte de tiempo de t = T (en afios, 0 meses,
etc.).

Nota: en la practica industrial y financiera, es
mas usual usar la “tasa interna de retorno” como
medida de la bondad financiera del proyecto. Aqui
proponemos y destacamos a U(T) porque es un
indicador mas sélido y mas apropiado.

Por una simple derivacién se encuentra que la
derivada de U(T) es:

dU(T)/dT =
e . T[H(T)-r-V(T)+ V" (T)]-

(12)

[[H®-e"at-v(@)-e +V(0) [ V(©O)-T?

Financieramente esta derivada significa la ace-
leracién (y no el valor instantineo) que en el
momento t = T esté registrando la utilidad por
segundo (o por hora, o por mes, etc.), dividida
aquella por la inversi6n inicial y por el cuadrado
de T. La dimensi6n fisica de dU/dT es [dU/dT]
=K'Z2

La segunda derivada se calcula también directa-
mente, y resulta que vale:

d*U(T)/ dT* = (13)

(T?[H"(T)-2r-V(T)+V"(T) -
r-H(T)+r*-V(T)] +

e—'T/ V(O)'T3 T[?‘-V(T)-V'(T)— >
2H]-2v(0)-e™ +
[[H@-e . at

(

T*(D-7IH(T) +

[D - rPV(T))-TQH(T) +

[D - V() + ;
2.V(0)-e™" +

2[ H®-e' ™ -at

=" [ V(0)-Ts

en donde el operador “D” significa “d/dT”. La
dimensioén fisica es [d*U/dT?] = K°Z7.

Para esquematizar las varias formas que puede
asumir U(T) en los muchos casos reales
imaginables, vamos a considerar algunas situa-
ciones determinadas.

Caso V(0+) > V(0)

El bien o la maquina B se valoriza, ipso facto,
por el solo hecho de comprarla. Resulta aqui que:

U(04) = oo, U(0+) = ==

En términos practicos esto significa que B se
puede revender inmediatamente después de com-
prarla, haciendo una utilidad igual a V(0+) - V(0)
(que es positivo), con edad t = 0, lo cual da una
rentabilidad por mes (por afio o por dia) que es
infinita. Financieramente, seria la decision 6pti-
ma, pero en general un industrial productor (y no
especulador) no procede asi. En la préctica, ade-
mas, es rarisimo que el mercado de B se com-
porte asi.

La grafica de U(t) tendria, probablemente la for-
ma de la curva I en la figura 5.

Caso V(0+) < V(0)

Ocurre con mayor frecuencia que el anterior,
pero tampoco es muy usual. Resulta aqui que:

U(0+) = ~o0, U*(0+) = +oo

Es lo l6gico: si se vende a B a edad T = 0+, se
pierde un valor igual a V(0) - V(0+) en un lapso
de tiempo T = 0. El comportamiento de U(T)
para T > 0 lo muestran las curvas probables ni-
meros II y III de la figura 5. La curva III identi-
fica un proyecto totalmente contraindicado, por
ser U(T) < 0 negativa en todo su dominio.

Caso V (0+) = V(0), con H(0) > r
V(0) - V’(0)

B es altamente productivo en estado nuevo y
cubre con sus beneficios H(() su costo de capi-
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Edad de B
- Curva | ——Curva ||
- Curva lll  —~-Curva IV
—-Curva V —-Curva VI
—Curva VIl —= Curva VIl
- Curva IX

Figura 5 Distintas formas verosimiles para la funcién U(t) en varios casos de la realidad

tal (r V(0)) y una eventual desvalorizacién que
pueda sufrir (- V(0)).

En este caso, U(0) y U’(0) toman la forma
“0 + 0”. Aplicamos pues la Regla de L'Hopital:

{D [LT H®)-e™-dt+V(T)-e™ - V(U)]}T:0

L= D[V(0)-T]

{(rz"T/ TJH(T)-r-V(T)+ V'(T)]Lo _
V(0) )

H(0)-r-v(0)+V’(0)>0

(" /TIHD - r- V(D) + V(D)) -
L) HEO - -t o

[v(m)-v)]+T12 7=0

M)

v(0)

(Esto 1ltimo se puede calcular usando la regla
de L'Hopital y también por consideraciones
algebraicas mas sencillas).

Las curvas IV y V de la figura 5 son ejemplos
de este caso. Ambas son tangentes al eje de or-
denadas en el punto de abscisa T = 0. La curva

IV indica un proyecto que financieramente nun-
ca va a ser rentable.

Caso V(0+) = V(0) con H(0) <
r v(0) - vV’(0)

Obtenemos aqui que U(0) = H(0) - r V(0) +
V’(0) <0.

(El proyecto no es rentable en sus edades jo-
venes).

U’(0) = +oo

Las curvas VI y VII de la figura 5 son ejemplos
de esta situacion. La curva VI hablaria de un
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proyecto totalmente contraindicado financiera-
mente.

Otros casos

Las curvas VIII y IX de la figura 5 muestran
dos casos més que podrian ser posibles en la
vida real.

Notas:

1. Estas curvas deben construirse al comenzar
el estudio del proyecto quizd como simula-
cion de computador, como tabla numérica,
como funcidn analitica o como curva “a mano
alzada”.

2. Enlafigura 5 se traza la recta horizontal U(T)
=r. Si el proyecto no excede a esa recta en
ningtin punto, debe descartarse: nunca dara
una rentabilidad satisfactoria. Es el caso de
nuestras curvas III, V y VI de la figura 5.

Las curvas I, II, IV, y VII de la figura 5 son
estudiables como inversion satisfactoria y a ellas
se les puede aplicar nuestro criterio.

U(T) =0, U”(T) <0

Para identificar la vida 6ptima de B. Pero si la
curva U(T) es como la curva VIII (monoténica-
mente decreciente) o como la curva IX (mono-
tonicamente creciente), el proyecto es viable y
nuestro problema es resoluble (aunque de ma-
nera trivial) por simple inspeccion del grafico.
En tal caso el optimo valor de U(T) para la cur-
va VIIl es T = 0, y desde T = 0+ comienza a
mermar. Es un caso poco comun en la tecnolo-
gia industrial, pero si puede suceder. En el caso
de la curva IX, el proyecto ofrece dar en sus
primeros momentos una rentabilidad menor que
r (lo cual no es muy atrayente para los banque-
ros), pero luego excede ese nivel y sigue dando
rentabilidad creciente. El estudio concreto en este
caso también se puede hacer como lo presenta-
mos en este documento, a condicion de tener
suficiente informacion para la funcion H(T) para
edades (t) adultas y “viejas” de B.

Valores de u (+)

Observemos que en la vida real de la industria
se tienen que cumplir algunas condiciones de
viabilidad financiera como realidades practicas.
Por ejemplo:

j':H(t)-e‘”-dt<0

Es decir que no hay maquina que genere benefi-
cios infinitos, ni aun en toda su vida, y menos aun
si se expresan en valores presentes.

V () = 0=V ()

O sea que ninguna maquina de edad infinita vale
nada, ni se valoriza, ni se desvaloriza.

[ H®)-e-dt>V(0)

Esta es también una exigencia indispensable para
que el proyecto sea econémicamente viable.

Con estas observaciones el célculo con la fun-
cién U(T) permite deducir que:

U (+e0) =0
y que:
U’ (+e0) =0

es decir que el grafico de la funcién U(T) tiende
asintéticamente (cualquiera que sea el proyec-
to) al eje de la variable independiente 7.

En resumen: el proyecto solamente se ejecuta, y
nuestro problema no es trivial, si el pronostico de
las funciones H(t), V(t) y V’(t) produce un gra-
fico como el de las curvas 11, IV o VII. En tal
caso es evidente que hay (al menos) un punto
maximo para U(t) en el cual:

U(T)=0yU™(T)=0

Esta observacién obvia se puede corroborar
matematicamente aplicando el teorema de Rolle
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a las funciones U’(T) y U”(T) en el intervalo (0,
+e0) de la variable T.

Procede pues preguntarse cuél es el valor 0 de
la vida atil T que le va a dar el maximo valor a la
rentabilidad U(T). Como bien se sabe esto ocu-
rre cuando:

U’(8) = 0 y también U”(8) < 0

condiciones éstas que vamos a calcular mas
abajo.

Esta situacion suele ser frecuente en la vida real
de muchas industrias en Colombia y América
Latina, segilin la experiencia de muchos afios de
este autor como consultor industrial.

La condicién U’(T) para el 6ptimo

Partiendo de las ecuaciones (11) y (12) ya dedu-
cidas para U(T), esta condicion de U’(T) equi-
vale a:

[[H(t)-e"-dat=e"[7-H(T)-

(14)
r-T-V(T)+T-V(T)]+V(0)
o sea, multiplicando por e™:
[ H@) T dt =T[H(T)-r-V(T)+
V'(T)]-V(T)+V(0)-¢7 (15)

La primera condicidon necesaria
para el 6ptimo

Volviendo a la ecuacion (12) que expresa la
primera derivada de U(T), se deduce de inme-
diato que la condicion U*(T) = 0 equivale a la
condicion:

THT)+V'(T)]-Tr+1)-v(r)+ (16

V(0)-e" = IOTH(t)- e’ ™. dt

Optimo econémico de maquinas y equipos...

El lado izquierdo es una funcién de T que llama-
remos:

¢(T)=T[H(T)+V'(T)]-

(17)
(Tr+1)-V(T)+V(0)-e"
y el lado derecho lo llamaremos:
T
y(T)= LH(t)- e’ gt (18)

Recordemos que estas funciones poseen, por

consideraciones practicas, las siguientes propie-
dades:

* Puede ser que H(0) = 0; pero después de cier-
ta edad &, tiene que ocurrir que H(T > £) > 0.

* V(0) = V(0+): No se compra a B para que,
desde nueva, se valorice o se desvalorice. Si
V(0) # V(0+) se esta operando como espe-
culador y no como productor. Excluimos pues
¢sta ultima posibilidad.

* V(o) y V’(+e0) son nulos por la razon que ya
se dio.

J:H(t) dt = j:}'l(t) .dt <0 porque H (t)
es positiva pero acotada en todo su dominio
(0, m), y @ < +eo. Por tanto:

_[UH(t)- e -dt < o ninguna maquina puede
generar beneficio operativo acumulado que sea
infinito en su vida qtil, ni aunque ésta fuera de

duracion infinita (que en la realidad practica nun-
ca ocurre).

De estas consideraciones se deduce que:

* £(0)=-V(0)+V(0)=0 (19)

* 9O)=TIH'T)+V"(T)-r-V'(T)]+
H(T)-r- V(T )+ V(0)- re’" Su dimension
fisica es “Dinero + Tiempo”, es decir K + Z.

(20)

Revista Facultad de Ingenieria --------mmeemx 121



No. 28, abril de 2003

*  ¢'(0) = H(0) que es positivo. (21)

« ¢"(T)=TH"(T)+V"(T)-r-V"(D)+
2-H'(T)-2r-V'(T)+V"(T)+r>-V(T)-e”
Su dimension fisica es Z7 (22)

e 0"(0)=H'(0)+V"(0)-2-r-V'(0)+r*-V(0)
(23)

24

Y por otra parte serdeduce que
o W(@)=[ HEyr-e™-dt+HE) 25

(Aplicando la regla de Leibniz). Es obvio que
¥’(T) > 0 para todo valor de T

« y(0)=H(0)>0 (26)
. y'(T)= rz_LTH(t)- e . dt + H(T)-r+ H'(T)
aplicando de nuevo dicha regla (27)

e y"'(0)=r-HO)+H'0) que debe ser positi-
vo porque H(1) debe ser no decreciente en la
maquina nueva: H’ (0) =2 0. (28)

Significado econémico
y financiero de ¢ (t) y de y (1)

Observemos las ecuaciones (16), (17) y (18), e
interpretemos el significado econémico de cada
uno de sus términos, que son los siguientes:

T la edad que posee la maquina en un momento
dado del futuro (T > 0). Su dimension fisica es
[Tiempol=Z .

H(T): la utilidad operativa, por unidad de tiempo
(por ejemplo en dolares por segundo) que esté

produciendo B a edad T. Su dimensién fisica es
[H(T)]= [Dinero]+ [Tiempo]=K - Z™" ; siendo K
= [Dinero], P = [Tiempo].

r: el costo de oportunidad del dinero, por unidad
de tiempo (por ejemplo en centavos de dolar/do-

lar-dia, o en porcentaje/dia). Su dimension fisica
es Z71.

V’(T): 1a valorizacion por dia, o por hora, de B
frente al mercado de maquinaria usada. Su di-
mensién es [V'(T)]= K- P! Si se tratase de una
desvalorizacion, se tendria V’(T) < 0.

H(T) + V’(T): el beneficio neto de la utilidad
operativa mas la desvalorizacién (o menos des-
valorizacion si es que V’°(T) < 0), por hora, en
edad T. Su dimensio6n fisica es KZ.

T[H(T)+V'(T)] : el dinero total que se hubiera ga-
nado desde t = 0 hasta la fecha T, si el ritmo de

beneficio neto hubiera sido uniforme e igual al
de T: H(T) + V’(T). Su dimension fisica es K.

- V(T): el costo de oportunidad de no vender a B
al llegar su edad T.

- T'r.V(T): el costo acumulado del dinero, duran-
te el tiempo desde t = 0 hasta T, liquidado a la
tasa simple r, constante, sobre el valor remanen-
te V(T) de la maquina B a edad T. Su dimensién
fisica, evidentemente es K.

V(T)e'™: el valor que se hubiera acumulado capi-
talizando a V (0), si en vez de invertir esta suma
en B en el momento t = 0, se hubiera puesto a
capitalizar en forma continua, a la tasa de 100r%,
hasta el momento t = T. Su dimensién fisica
es K.

o(7): el acumulado algebraico de los valores
T[H(T)+V'(T)] , mas V(0)eT, menos (Tr+1)- V(T)
en fecha T. Su dimension fisica es K.

y(T)= j: H(T).-e" ™" .4t : el valor acumulado de

las utilidades operativas generadas por B hasta
la edad T. Su dimension fisica es K.

La condicion de 6ptimo ¢(T) = yAT) significa
que en la edad optima T los valores positivos (o
créditos contables) deben ser iguales a los valo-
res negativos (o débitos contables) imputables a
la méquina.

Para estudiar y resolver la ecuacidén
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o(T) = w(T) 29

la vamos a escribir como:
O(T)-e =y(T)e™" (30)

Calculemos y escribamos las siguientes deriva-
das (escribiendo D = d/dT):

* D[Y(T)-e " |z F-r-o@)+¢' (D))

« Dlo(r)-e"}, =H(©)>0

o Do) e e o(T) - 20 0'(T)+ 7]

* D*[o(T)- ¢, ,=2H'0)+ v"(0) -

2r-V'(0)+r*V(0)-2rH(0)+r?

=[D-r]*-v(0)-2[D-r] H()

¢ Dy (1) e =" [-r-w(T) + y'(T)]

* Dly(1)-e],,=H(©)>0

* D[y (@) e = [y ()-2r-y/(1)+ 1]

o D*[y(T)-e|=H'(0)+ rH(0)-
2r-H@Q)+r*=H'(0)-r-H@0)+7r?

y cuando hacemos a T tender a +oo; obte-
nemos:

[¢ (T) e_ﬂ] Tete=0= D[q’ (T) e‘rT]T=a =
0=D*[o(r)-¢]

[v(@)- e} =Lim [ Heye

dt < +eo (por lo que ya se explico).

Dly(r)-e];.=0=D*[w()-e],_

Optimo econémico de mdbquinas y equipos...

Por lo anteriormente expuesto se aprecia que en
casos de la realidad que sean verosimiles y no
triviales, las graficas de las funciones ¢(x)-e™™
y W(x)-e™ tienen la apariencia general de la
figura 6 si es que:

D? [¢(x) e ]x=0

€s mayor que:

D [y(x)-e ],

@H(H e™dt T

y(x)e™

o(x) e™ \

o =tg" H(0)

Figura 6 Formas usuales de las funciones (x), y(x)

En este caso, como es obvio, la ecuacién (30)
tiene una solucién (por lo menos), que es la mis-
ma solucion de la ecuacion (29) y que segiin, la
figura 6, es x = 0. Este es pues el punto 6ptimo
de T, a condicién de que en ese punto se tenga,
ademas, que:

D*U(9)<0
Como se Vvio.

Aun en el caso de que fuera D? [cp(x)- e'“LO
menor que, D*[y(x)-e"*] _ también entonces la
ecuacion (30) tendria solucion (e inclusive ten-
dria dos soluciones) si la grafica de las funciones
fuera como la figura 7 que esta vecina.

El calculo de las soluciones de las condiciones
(29) o (30) se realiza, en cada caso especifico,
por métodos graficos y numéricos bien conoci-
dos. Més abajo se dara un ejemplo.
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o w(x) e

o(x) e
o=tg H(0)

Figura 7 Algunas formas de las funciones ¢(x), w(x)
con dos valores comunes

La segunda condicién de
optimalidad para T =0

Consiste en que, en el optimo T = 6, se debera
tener d?U/dT? < 0 (es negativa).

Combinando la expresion (13) de la segunda de-
rivada con la condicion (16) del minimo se en-
cuentra, después de varias operaciones y
simplificaciones la desigualdad necesaria:

0’(D-r1-H@®)+[D-T*-V(@®)- BD
o[D - r]-V(6)+2-V(0)-¢® ) <0

en donde el operador “D” significa, como de
costumbre, “d/dT”.

Observemos que:
©-r)HT)=DHT)-e™)

yque:
(D-rPHT)=@-r)[DEET))] =
D*(H(T)-e?")

En esta forma la desigualdad (31) se puede tam-
bién escribir en forma alternativa:

02 [D(H(T)e™ )+ D?(V(8)-e2*)]-
0-D(V(8)e™)+2V(0)-e® <0

en el punto 6ptimo T = 8; y siendo D, en cual-
quier punto, el operador de derivacién D = d/dT.

La utilidad programada maxima

Llevando la condicién (16) del 6ptimo, a la fun-
cién (11) que define a U(T), en el momento 6pti-
mo T = 0, se encuentra, después de varias
operaciones y simplificaciones, que:

_ue)= ¢ HE)-r-vE)+V'@)l
u, =u@®)=" O

(32)

Esta férmula da la mdxima utilidad por afio
promedio programada que pueda esperarse
del proyecto en el momento t = 0 de arran-
carlo. Es la maxima expectativa de rentabilidad
que el proyecto B le ofrece al que lo pretende
ejecutar, en el momento de tomar la decision de
hacerlo o no hacerlo. Encontrar esta férmula es
uno de los propdsitos de este trabajo. El autor la
ha aplicado en varias ocasiones durante sus tra-
bajos como ingeniero consultor de proyectos in-
dustriales.

Los asesores financieros requieren que la U op-
tima sea:

u, =u@®)>>r (33)
0 §€a que s€ cumpla:

H@)-7-V(@)+V'®)>>e™ - +V(0)>0

es decir que:
U, >0

y la utilidad dptima esperada (32) debe ser un
numero positivo con un valor numérico sensible-
mente alto para satisfacer la exigencia financie-
ra de la desigualdad (33).
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Elcaso V(T)=0paraT>0

Hay situaciones en que, una vez adquirido el equi-
po B, deja ipso facto de tener valor econémico
como bien vendible. Este es, en la vida practica,
un caso frecuente para maquinas que tienen una
vida técnica util muy corta; o cuando por alguna
razén la maquina B no se desea revenderla usa-
da, ni nueva ni vieja. En Colombia, tradicional-
mente, este ha sido el caso de los telares (con
lanzadera o sin ella) en la industria textil, de los
hornos de aceria en la industria siderurgica,

y otros varios. En este caso se tiene también
V(T)=0.

En esta situacién la funcion que hay que optimizar
(ver ecuacion (11)) es:

[ H®O - -at-vo) G4
u(T) = T

La primera condicién de optimalidad U’(8) = 0
se reduce en este caso a la condicién:

T-H®)-V(0)-e® = _LGH(t)-e'(B"” d
(35)

Ver condicion (22.01 a). Y la segunda condicién
de optimalidad U”(q) < 0 se expresa como

0%[D - r]H(®)+2V(0)-e™ <0 (36)

En consecuencia la utilidad promedia programa-
da que puede aspirarse a tener, es, al maximo:

U@)= e"‘*/gge) (37

Un criterio de rentabilidad
menos severo

Hay a veces situaciones cuando se puede espe-
rar, con una gran certeza, que las utilidades
operativas, puestas en valor presente y acumu-

Optimo econémice de maquinas y equipos...

ladas van a superar holgadamente el monto de la
inversion inicial. O sea que:

,LT H(t)-e™ -dt >>V(0) (38)

Aun desde una corta edad t = T. Esto ocurre
cuando B es una maquina muy productiva que
fabrica, casi sola, un solo producto muy rentable,
como es un telar sin lanzadera, un reactor quimi-
co para producir un acido organico, un horno eléc-
trico de arco para producir acero de chatarra, un
horno eletrotérmico para producir ferroaleciones,
etc. Entonces se puede tomar como medida de
la utilidad esperada a la funcién:

U(T)= [ HO-e™ -dt /(VO)-T)  (39)

Entonces la condicion U’(T) = 0 se expresa:
T
e T-H(T)=[ H() e -dt (40)

Segun lo ya dicho. La utilidad promedia anual
Optima es:

() (41)
u(®) = V)

Como en todos los casos, debe resultar numéri-
camente bastante mayor que r, como la piden los
banqueros.

Veremos mas abajo un ejemplo numérico de esta
situacion, en un caso real y muy conocido por los
ingenieros civiles en todo el mundo.

Periodo de reembolso
(pay-back) del proyecto

Esta nocion es por definicion, el plazo inicial en
la vida del proyecto durante el cual sus utilida-
des de operacion, puestos en valor presente,
equivalen (o pagan) al monto de la inversion ini-
cial. O sea que, designando con b, el periodo de
reembolso, es el valor t = b que satisface la con-
dicion:
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b
[H®)-e-at=v(0) 42)
Ya sea que V(t) se tome como nula o que tenga

algtin valor positivo. Escribiéndola de otra ma-
nera, en valores presentes en t = 0:

ey (b)=V(0) 43)
y en valores futuros de t = T:

y(b)=e"-v(0) (44)
0, alin mejor:

[H®-e-at-vO)=0 (9

Esta ecuacion se resuelve por conocidos méto-
dos gréficos y numéricos que estan sugeridos en
la figura 8.

[ 1 e ar-vioy

Edad T

Figura 8 Grafico para resolver la ecuacion (45)

Relacion de beneficio-costo

Otra medida para juzgar el mérito financiero de
una inversion es el cociente llamado de benefi-
cio/costo, el cual se define como:

B(r,T)= (46)

[ RG)-P,-g(t) u-e™ dt+V(0)-e™ +E(T)
[ R()-M(t)- e -dt+V(0)

en donde E(T) expresa (como es usual en obras
publicas y otros proyectos publicos) las
“externalidades” que genera el proyecto para
otros beneficiarios que no son los que aportan a
su riesgo la inversion V(0) y la gestion de aquél.

Requisitos financieros
y técnicos de viabilidad

Una vez hechos estos prondsticos y estos calcu-
los, los inversionistas y los asesores financieros
exigen como condiciones indispensables (que no
suficientes) para hacer la inversion, que se satis-
fagan varias condiciones que se llaman requisi-
tos de factibilidad (o de viabilidad) financiera de
la inversion en el bien B. Por lo comun, las mas
exigidas son las siguientes:

+ Esindispensable que el periodo de reembolso
o0 pay-back (b) sea bastante mas corto que la
vida util 6ptima (q), para que se justifique el
esfuerzo empresarial:

b<<8 (47)

» Estambién indispensable que la vida util 6pti-
ma (q) sea sensiblemente menor que la vida
técnica maxima posible:

qQ<<o (48)

e Es indispensable que la utilidad 6ptima (U")
sea sensiblemente mayor que el costo real,
de sombra, del dinero:

U’ = U(r, 8) >> r (siendo r > 0, ya predeter-
minado) (49)

es decir que resulte ser:
EH(t)-e*" dt+V(T)- e -
V(©)>>r-T-V(o) (50)

para T = q y para un intervalo de tiempo ve-

cino (T 3 q).

* Es necesario que el valor presente neto del
proyecto sea sensiblemente mayor que la
suma de dinero (V(0)) que se va a arriesgar
y a invertir:
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[ H)-e™-at+V(T)- e -
V(0)>>V(0) (51)

para T = 6 y para un intervalo de tiempo ve-
cinoaq: Te (0-a,0+p).

* Especialmente en proyectos de tipo publico
se requiere también que la relacién benefi-
cio/costo sea sensiblemente mayor que uno

(1):
B(rt)>>1

En algunos casos especificos se plantean algu-
nos requerimientos concretos particulares que
hacen mas severas las condiciones de viabilidad
financiera o técnica del proyecto, pero aqui solo
vienen al caso los anteriores, que son casi uni-
versales, cualesquiera que sea B.

Tasa interna de retorno

En el caso general de que hemos venido ocu-
pandonos (cuando V(t) y V’(t) no son idéntica-
mente nulos), los banqueros y los industriales usan
hoy en dia, méas que los criterios ya dados, la
medida de una tasa de interés hipotética que se
llama la tasa interna de retorno (TIR), la cual
designaremos con la letra griega “ro” (p) y que
esta definida de modo implicito, y en los térmi-
nos de este modelo matematico, por la ecuacion:

|
S

E H(t) e —V(0)+ V(T) " =
(52)

0O sea:

w(T)-V(0)-e" +V(T)=0 (53)

Esto significa, en términos financieros, que la TIR
es aquella que, entendida como rentabilidad
capitalizable del dinero, hace nulo el flujo neto
descontado de fondos.
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Un ejemplo ilustrativo

Un ejemplo ilustrativo del modelo que se descri-
be es el proyecto de comprar un bulldozer (B)
para movimiento de tierras, con las siguientes
caracteristicas:

* Valor comercial para comprarlo: V(0) =V, =
400.000 dolares; V(t> 0) = 0.

* Rendimiento inicial: P, = 4 millones de m® de
tierra/afio.

* Costo de oportunidad del dinero: r = 20% =
0,20 por afio en capitalizacion continua.

* Utilidad operativa unitaria: valor agregado
unitario: u(t) = u (constante) = 0,12 US$/m’
de tierra que mueva.

* Funcién de supervivencia de este tipo y esa
marca de bulldozer: extincién exponencial o
poissoniana, tal que a los seis afios de trabajo
sobreviven el 80% de los bulldozers que se
ponen en servicio nuevo: R(t) = e¢*, donde e*
xouies=(),80. por lo tanto a = 0,0372/afio: 3,72%
de los bulldozers que estén operando en un
momento dado salen de servicio en el curso
de un afio, segin la experiencia de los usua-
rios con esa marca B.

* Costos de mantenimiento y operacion de la
maquina en su primer afio de vida activa: M_
=M(0) = 10.000 US$/afio. La experiencia ha
mostrado que con la edad estos costos van
aumentando exponencialmente, de manera
que a los seis afios de edad se van a duplicar:
M(t) = M(0)es*** = 2,00 = 200%. Por lo
tanto ¢ = 0,1155/afio.

¢ Deterioro de rendimiento fisico con la edad:
g(t) = e™, de tal manera que a los diez afios
de edad el rendimiento ha mermado en una
tercera parte del rendimiento nuevo: e~
= 0,6667, en metros cubicos por afios. Por
tanto b = 0,0405 por afio.

La funcion H(t) vale en este caso:
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H(t)=R(1)[P, - g(t)- u~M(b)]= (1)
o B)o Lot -u—M(O)- e-cf]
— 480000 " e—G.O???t/aﬁo _ 1000080'783}/']5”

y el integral que hay que estudiar es:

J'UT H(t} g eiﬂdt = J-UT [u 8 PD . e—(a+b+r)t _
MD : e-(uﬂf)! ] dt = _u..P"_ [e—(a+b+r)z ] :_

T a+b+r
MU [e—(a+b+r}! ] 0

—— T=(u-P%J[1_e-(a+b+r)T]_
[M%J[I B e—{a—c+r)T] 2

Endonde §=a+b+r=0,2777/afio,ye=a-c
+r=0,1217/afio.

Sustituyendo valores numéricos, reorganizando
términos, queda que esa integral, en nuestro caso
particular es la funcién:

T. -rt P
[[HE)-e -dt—Vo=(u g —Mo/ )+

(Mne }—ET _[u . POB }ﬂsr -V,

= 6_246_315+82'169_e—0.12177‘!aﬁ0

—]. 798 484 ..pT 0T LI 90 ) USS

A esta funcion la llamaremos G(T), en este ejer-
cicio.

La funcién que aparece al lado izquierdo de la
ecuacion (31.03) es

T -H({T)e"" =
T[480.000-e”°‘°7””‘"7“_ 10.000_60.78371,,,;0]

A esta funci6n la llamaremos F(T), en este ejer-
cicio.

La vida optima se obtiene resolviendo la
ecuacion:

F(T) = G(T)

sea en forma numérica, sea en forma gréfica.
Para lo primero construimos los valores numéri-
cos de F(T) y G(T) para varios valores de T a
partir de T = 0 (véase tabla 1):

Tabla 1 Valores numéricos de F(T) y G(T)

T (en afios) F(T) (en USS$) G(T) (en US$)
0 -400.000 0

1 9.700 354.757

2 256.668 535.209

21 345.240 546.327

2,5 443.639 598.145

3 551.979 605.143

4 727.633 607.143

estos valores estan corroborados por la figura 9,
la cual presenta las funciones F(T) y G(T). La
solucion del problema es la abscisa del punto de
interseccion de las dos curvas, de tal manera que
la vida qtil 6ptima es O = 3,4 afios = 3 afios y
5 meses. En ese lapso de tiempo, se espera hoy,
al adquirir el bulldozer, que genere un valor pre-
sente neto de:

0-HP) e =F@)=
3,4aiios[480.000 - 007534 _
10.000- ¢854 | 22454 (U5 o)
=3,4[480.000. & 277534 _

10.000- 2734 | Us§ = 612.258
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dolares en moneda constante, después reembol-
sar la inversion, y antes de impuestos, a lo largo
de 2,1 afios. La rentabilidad anual es:

_ 612258USS
3,4an 0sx400.000US$

0-H@) e
0V,

Bas =45% por afio

~

ano

el cual es notoriamente mayor que el 20% anual,
que es el valor del dinero (r).

En este ejemplo estamos considerando que
V(t>0)=0yque V'(t > 0) = 0. Entonces la
segunda condicion del 6ptimo T = 6, la que esta
expresada por la ecuacion (13), se convierte en
la desigualdad:

0’[H'(0)—r -H@)]+2-V,-e® <0  (3)

Calculemos cada término, en el punto T =0 =
3.4 anos:

H'©)=[480.000(-0,0777 00734 _
10.000-0,783-£°74 | @53/ )=
~140.813(5y. .)

H@)=(380.000- 77> _

10.000- €74 ) (Uss/. )= 225.284(5/;,)

2V, -e™® =2-400.000¢"*** US$ =
1.579.102 US$

De tal manera que el lado izquierdo de la ecua-
cion (56) vale, numéricamente:

[3.4°(-140.813-0,2.225.284)+

2-400.000- ¢*2** |USS$ = —2.101.483 US$
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que es evidentemente negativo y confirma que
el punto T = 0 = 3,4 afios es el de la duracién
Optima economica que buscdbamos.

1200000

.
oma [HD. et T

1000000 |

Figura 9 Punto de interseccion de las curvas F(T) y

G(T)

De acuerdo con su definicion, la tasa interna de
retorno que ofrece esta maquina en el tiempo
optimo © = 3,4 afios sera el valor de p (letra ro
griega) que cumpla la condicién

[ H®).e* -at-v, =0

la cual se escribe en nuestro caso, hablando en
dolares, como: 6

J **[480.000. 007701 _
0
10.000- 6(0'783‘P)r] T 0 500

esta integral la calculamos “a mano™ por los
métodos clasicos del analisis, o usando el pro-
grama de computador llamado Mathematica, y
obtenemos:

470.000p —376.617
+
(-0,0777+p)(=0,783+p)

225.286(1,33037-p)
e***(0,0777+p)(=0,783+p)

= 400.000
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(Ambos lados de la ecuacion anterior llevan como
factor la unidad “dolares™).

En la figura 10 se muestra el grafico cartesiano
de la funcion del lado izquierdo. En este grafico
se aprecia visualmente que la solucién de la ecua-
cion anterior esta cerca del nimero 1; y por
aproximaciones sucesivas encontramos que su
valor con cuatro digitos significativos es p =
1,0295/afio o sea p = 102,95%/aiio. Esta seria la
tasa interna de retorno que se obtendria por ope-
rar la maquina durante los 3,4 afios que encon-
tramos como duracion 6ptima de su vida util. Su
valor numérico, que esta medido en dolares cons-
tantes, seria para cualquier inversionista, muy
satisfactorio.

La relacion de costo/beneficio es el inverso de la
relacién B = beneficio/costo, y vale:

o+ [ RO M@ -dt

1 = .
%0 [ ROV B, g@yu-e™ -a

400.000+ [ .10.000- " e - dr

JUT e 0BT 4 108 . o006t ()19 o700 gy

_ 427.843USD
1.056.037 USD

=0,4051=40,51%
1.400.000
1.200.000 l'\l

\
1.000.000 \\

800.000 \

400.000 RN

@
§
8

Y

Inversién inicial (V(0))

200.000

a 1 2 3 4 5
Tasas de interés (r)

Figura 10 Inversién inicial contra tasa de interés

Observando el grafico y recordando la defini-
cion de b:

[H®-e™-at-v(©)=0

se aprecia que en este problema el periodo de
reembolso, o pay back, es b = un afio casi exac-
tamente. En la vida practica este es un valor
satisfactorio para inversiones de unidades o de-
cenas de miles de délares, y muy bueno para
inversiones de centenares de miles de dolares;
y especialmente alto (y muy poco frecuente)
para inversiones que sean mas altos que estos
niveles.

La méxima utilidad posible que esa inversion le
ofrece al inversionista al momento de hacerla,
es, segun la ecuacion (41):

U= U(3.4aim‘) =

o 0203 [480.000 eI 10,000 %734 ] Uss/
400.000 US$

=28,53%/ano = 0,2853aio™

Y ultimo

Aparte de la funcion U(T) que esta dada por la
formula (11), y que hemos estudiado aqui con
algun detalle (porque ningun libro lo hace), en la
practica financiera e industrial pueden usarse
otras medidas de rentabilidad, como ya lo anota-
mos. Una de ellas es la relacion de beneficio/
costo. Otro es el de la utilidad contable proyec-
tada y descontada, dividido por la inversion ini-
cial (V(0)) y por la duracién T del horizonte del
proyecto. En este caso es necesario considerar
la depreciacion contable y tributaria de B en el
plazo que las leyes autorizan (y que no necesa-
riamente es igual a T), y considerar también la
tasa de impuesto sobre las ganancias.

Este caso se desarrolla de manera andloga al
que hemos discutido aqui. Se deja como tema de
estudio a algun lector que desee elaborarlo.
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