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Introduccion

Consideramos en este trabajo economias con una cantidad finita de
agentes y bienes, el método de trabajo elegido es el llamado método de
Negishi, que permite extender las conclusiones sin mayores limitaciones a
economias con infinitos bienes, no obstante a los efectos de no introducir
complicaciones técnicas adicionales nos limitaremos al caso finito. A partir
de definirel conjunto de los 6ptimos de Pareto racionales, buscamos aquellos
que puedan ser considerados como equilibrios walrasianos para dotaciones
inicialesdeterminadas. Paraesto utilizaremoslallamada funcién exceso de
utilidad, cuyos ceros estarian en correspondencia biunivoca con los equili-
brios walrasianos. Economias singulares serian aquellas que permitan la
existencia de equilibrios criticos entre los ceros de su funcién exceso de
utilidad, es decir puntos enlos que ese anula nosolamente la funcién exceso
de utilidad, sino también en los que la matriz jacobiana de dicha funcién es
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Economias singulares

singular. A diferencia de la funcién exceso de demanda cuya existencia en
economias con infinitos bienes (bienes contingentes) esta limitada a espa-
cios de Hilbert, la uncién exceso de utilidad permite mayor generalidad. No
obstante el método de Negishi supone para su validez el cumplimiento del
primer teorema del bienestar. En las condiciones en que trabajaremos en
este articulo este se satisface trivialmente.

Por otra parte como las funciones de utilidad estdn explicitamente
consideradas en la funcién exceso de utilidad, queda claro al utilizar esta
funcién como herramienta analitica, que son las funciones de utilidad las
responsables por los comportamientos anémalos de la economia, y que de
ellas depende directamente el tipo de anomalia.

Noexisten muchos trabajos que se refieran alas singularidades (econo-
mias singulares), més bien parece ser el estudio de este tema, una deuda
pendiente en la Teoria del Equilibrio General. Balasko es uno de los
pioneros en el tema, [Balasko, I], también en [Mas-Colell, A.] hay conside-
raciones sobre el punto pero de hecho el trabajo estd aun en sus inicios. Este
articulo quiere ser un aporte en la direccion de este estudio pero, aunque el
andlisis de las singularidades sea su tema central, no retende ni muchos
menos ser exhaustivo. Las consideraciones anteriores nos llevan a abordar
el tema a partir del llamado enfoque de Negishi.

En la segunda parte mostraremos el método de Negishi, e introducire-
mos la funcién exceso de utilidad. Luego definiremos economias regulares
y singulares y mostraremos que las primeras forman un conjunto residual,
es decir interseccién numerable de conjuntos abiertos y densos, mientras
que las segundas componen un conjunto raro, es decir complementario de
uno residual. En la cuarta parte mostraremos un ejemplo intentando
aclararel papel de las singularidades en el comportamiento de los sistemas
econémicos. En la quinta seccién analizaremos algunos tipos de singulari-
dades ay mostraremos el comportamiento de una economia en las proximi-
dades de las mismas. Las modificaciones abruptas que pueden producirse
en las proximidades de las singularidades corresponden a las llamadas
catdstrofes. Estaseccion contiene el principal aporte del trabajo. Finalmen-
te comentaremos sobre posibles lineas de trabajo en el tema.
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I. El método de Negishi y la funciéon exceso de utilidad

Consideraremos una economia de intercambio puro con finitos
agentes, a los que indexaremos por i = 1,2,...,n y 1 bienes indexados por
j = 1,2,...,], las preferencias estdn representadas por funciones de utili-
dad u : R' —» R, céncavas estrictamente crecientes y derivables con
continuidad hasta el segundo orden al menos. Las dotaciones iniciales
de cada agente estardn representadas por un vector w, en el conjunto de
consumo R ' - {0}. En definitiva una economia serd denotada por

= 1
e={u, w,R'}

l<i<n

Para simplicidad del trabajo supondremos que las utilidades satisfacen
las condiciones de Inada, esto es que la norma de su gradiente tiende a
infinito cuando el consumo tiende a la frontera del R ! . Formalmente:

lim fou, )= lim |22, Qi O]
z‘-?Rl+ M—n’iRl+ axl BXZ ox

n

= 0

dondedR '={xeR}: X = 0,paraalmenosunj=1,2,...,1}. Considere ahora
la siguiente funcién de bienestar social: W, : R " - R

Wk(x)zz)‘iui(xi)‘ (1)
i=1
donde u, son las funciones de utilidad de cada agente, mientras que

0 TR P {,z eR”, : Z":,zi = 1}

cada A, representa el peso del agente i en la economia.

Puede comprobarse que six” € R ™resuelve el problema de maximizacién
de W(x) restringido a ser x una asignacion de recursos factible, es decir, tal
quexe F={xeR™2"_ x <2 w}entoncesx’esun éptimo de Pareto.
Para verificarlo basta ver que las condiciones de primer orden de este
problema son las mismas que las habitualmente utilizadas para definir el
conceptode 6ptimo paretiano ver por ejemplo[Mas-Colell, A. Whinston, M.].
Reciprocamente puede verse que una asignacién de recursos factible x* es
6ptimo de Pareto, entonces existe A’ € A, donde

A={JGR2:ZH:/ZI:1}

e
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tal que para ), X" maximiza la funcién W, (x) restringido a las asignacio-
nes factibles. Obsérvese que si queremos considerar todos los 6ptimos de
Pareto posibles, no podemos evitar el caso de algiin A, nulo. El caso en que
A= 0 el agente j quedaria fuera de la economia, como nuestro interés se
centrard en aquellas asignaciones de recursos que permitan la partici-
pacién de todos los agentes de la economia nos restringiremos a elegir
solamente entre aquellos 6ptimos de Pareto que suponen A € A, donde

A ={LeA:A >e>0paratodoi}

Esto no supone pérdida de generalidad debido a que suponemos que
cada agente tiene dotaciones iniciales en R -{0} y sus utilidades son
monétonas crecientes, porlotanto en el momentode decidirse por una cesta
de bienes no elegirdn la cesta nula la cual representa una utilidad menor
que la representada por sus dotaciones iniciales.

A partir del primer teorema del bienestar sabemos que todo equilibrio
walrasianoes 6ptimo de Pareto. Nuestro siguiente paso serd entonces elegir
dentro del conjunto de 6ptimos de Pareto aquellos x*, que puedan ser
soportados por unsistema de precios p tales que paratodo agente se cumple
que px’, = pw,, para todo i = 1,2,...,n. Dada la correspondencia biunivoca
existente entre 6ptimos de Pareto y aquellos A € A haremos la eleccién de
nuestros 6ptimos indirectamente, es decir, elegiremos valores adecuados A
€ A_,de forma tal que aquellas asignaciones de recursos que maximicen
W(x) restringida a la regién factible F, sean los que tengan la propiedad
exigida sobre los precios soporte. Para esto definiremos, en la subseccién
siguiente la llamada funcién de exceso de utilidad.

El método que daremos a continuacién para encontrar equilibrios
walrasianos presenta ventajas y desventajas sobre el método que utilizala
funcién exceso de demanda. La ventaja més clara es cuando no es posible
definir la funcién exceso de demanda, esto sucede generalmente cuando
trabajamos con economias cuyos espacios de bienes estdn modelados en
espacios de dimensién infinita. Por otra parte presenta ventajas cuando el
nimero de agentes es apreciablemente menor que el nimero de bienes,
obviamente en el caso de economias con infinitos bienes y un nimero finito
de consumidores, en este caso la utilizacién de este método nos permite
trabajar con un conjunto finito de ecuaciones a pesar de la infinitud del
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problema de la asignacién 6ptima de bienes subyacente. Sus desventajas
radican en su dependencia fuerte de las funciones de utilidad, lo que puede
redundar en dificultades operatorias importantes en el momento de resol-
ver problemas concretos, ademads su dependencia fuerte de la existencia de
6ptimo de Pareto y de la satisfaccién del Primer Teorema del Bienestar.

El origen de la llamada funcién exceso de utilidad como instrumento
para obtener equilibrios walrasianos se remonta a [Karatzas, I; Lakner, P;
Lebocky, J.; Shreve, S.] aunque es Negishi quien presenta el método de
manera natural enla Teoria Econémica ver [Negishi, T.],1a mayor difusién
esdebida alos trabajos de Mas-Colell. Particularmente en [Mas-Colell, A.],
también puede verse un ejemplo de su utilizacién para extender a econo-
mias infinitas las técnicas del cdlculo diferencial en [Accinelli, E (99)].

Definicion 1. Seae :A - R,i=1,2,.,nla funcién

!
e =3 S 0wy (@)
=1 1
donde w, representaladotacién inicial del agenteienel bienj, w=(w ,w,,..,
w_) € R "representa el vector de dotaciones iniciales de la economia y x(1)
eslacesta proveniente dela asignacién de recursos x(1) que maximiza W, (x)
enF,eoni=12,..,nyj=1,2,..l

Definicién 2. Definida la economia € ={u, w, R' }, . . Llamaremos

funcién exceso de utilidad a la funcién e : A, —» R" que define al vector de
Rme (M) =(e (M), e ,(M),..., e, (R)).

Bajolas hipétesis consideradas en este trabajo(condicién de Inada) que
hacen que las condiciones de primer orden que definen al 6ptimo de Pareto
se cumplan en el interior de R', es posible sustituir [du,(x,(1))]/ &x; por el
correspondiente multiplicador de Lagrange y,(A) dividido por el peso social
A, deli-ésimo agente, de esta manera obtenemos:

1
ewi(}‘)z%ZYj()‘)(xij()‘)_Wij)' (3)
ij=1
Definicion 3. Para funciones de utilidad dadas, definimos: el conjunto
de pesos sociales de equilibrio a

eq(w)={reA:e(l)=0}

Lecturas de Economia No. 54. Medellin, enero - junio 2001



Economias singulares

En [Accinelli, E. (99)] se prueba que este conjunto es no vacio.

Podemos enunciar el siguiente teorema, cuya demostracién puede verse
en [Accinelli, E. (99)].

Teorema 1. Sea Aeeq(w), x'(A) una solucién del problema de
maximizar W, restringido al conjunto de asignaciones factibles y sea y(l)
el correspondlente multiplicador de Lagrange. Entonces el par (x'(2),
y(A)) conforma, para todo Aeeq un equilibrio walrasiano y reciprocamen-
te, para todo par (p, x) que sea un equilibrio walrasiano existe Aee¢ tal que
x maximiza W, restringido a las asignaciones factibles, y y(1) = p. Siendo
Yy Q) = (v, ), v, W),...;y; (W) donde vy, () son los correspondientes
multiplicadores de Lagrange de las ecuaciones.

El jacobiano de la funcién exceso de utilidad, juega un papel deter-
minante en el momento de separar economias regulares y economias
singulares. Este presenta la siguiente forma:

oe, (4
Jlew(/l)—[ ) )] = (1,2,..,n}k = {1,2,...n}
Ouih) _ OKi (521 (x, (M), ) [ (1) = Wy ()] + [0 (x; V), ). @)
67»1{ O}\.k

Donde por la trasposicion del vector a estd representada por a*. Indica
la escritura del vector como un vector columna. Ademés 0x,/ OA, = (0x,, / OA,
-y O [ ON), P uf(x(Q), t) es la matriz de derivadas segundas de la funcién
u(x, t), donde sus entradas son a,= o*u,/ 6xij6xlk.

Una economia de intercambio queda caracterizada por las utilidades y
dotaciones iniciales de los agentes. Supondremos en adelante que las
funciones de utilidad estdn dadas, por lo que una economia quedara
definida una vez que conozcamos las dotaciones iniciales de los agentes.

De esta forma podemos definir a la funcién exceso de utilidad como:
e:A xQ—> R
Siendo Q el producto cartesiano formado por los n espacios de

consumo de los agentes de la economia, cada uno de los cuales en
nuestro caso es R'.
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Definicién 4. Un par (A, w) € A_ x Q serd llamado un equilibrio
social si e(A, w) = 0. Como puede verse fiacilmente la funcién exceso de
utilidad verifica:

o Es homogénea de grado cero: e(a), w) = e(A, w) para todo a > 0.
« Verifica la identidad Ae(A, w) = 0 para todo A.

La primera propiedad nos permite restringirnos a trabajar enla esfera
unitaria positivade dimensiénn-1.E™ ={xeR! :2"_ x?=1;x>0 para
todo i }. Asi la funcién exceso de utilidad tendra por dominio el conjunto
X = E  x Qy recorrido en R™. Aqui Q representa el espacio productos
formado por los espacios de consumo de cada agente, en nuestro casoR',.

La segunda propiedad nos permite afirmar que si algin A verifica las
n - 1 ecuaciones e(A) = 0 para i = 1,2,...,n-1 entonces se verificard
automadticamente e (1) = 0.

Como ademads puede comprobarse que AJ,e (1) = 0 se tiene qued.e (1) es
siempre una matriz singular, por lo tanto el rango de la matriz J, e (1) sera
alomasigualan- 1.

Una vez restringidos, a trabaja en la esfera unitaria positiva hacemos
la siguiente definicién de equilibrio:

Definicién 5. Llamaremos conjunto de equilibrio a:
EQwW)={AeE" :e(M)=0}
I1. Economias regulares y economias singulares
Comenzamos esta seccién recordando algunas definiciones matemati-
cas:

Nota 1. Recordamos dada una funcién f : X - Y donde X e Y son
variedades diferenciales, [Golubitsky, M. Guillemin, V.Junvalorq e Y es
llamado regular si y solamente si en la preimagen de q por f no existen
puntos criticos, es decir no existe x € f-}(q) tal que el corrango de la matriz
jacobianade la funcién fevaluadaen x sea positivo. El corrangode la matriz
jacobiana se define como:

corank Jf (x) = min(dim X, dim Y) - rank Jf (x)
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Definicion 6. Decimos que un elemento A € Eq’ (w) es un punto
regular sila matriz jacobianadee ,d, e (})tiene rangon - 1. Una economia
E ={u, w}" _ , serd llamada regular sitodo A € Eq’ (w) es un punto regular.

=1’

Es sobre las economias regulares que podemos hacer estatica com-
parativa, ellas presentan entre sus propiedades la de tener un nimero
finito de equilibrios los que son localmente inicos, y més aun en cantidad
impar. Pequefias alteraciones en las proximidades de una economia
regular no provocan grandes cambios. Mientras que como veremos es en
las proximidades de las llamadas economias singulares donde se produ-
cen los cambios inesperados y bruscos.

Nota 2. Entenderemos el subindice w en la funcién exceso de
utilidad hace referencia a que la funcién exceso de utilidad esta definida
en una economia con dotaciones iniciales representadas por w. Las
funciones de utilidad se consideran dadas.

Nota 3. Notacion. A lo largo de esta seccién diremos que una funcién
d es
« suave o de clase, C* si para todo entero k es diferenciable k veces.

«C=(X, Y) si es diferenciable de cualquier orden de X en Y.

Teorema 2. Transversalidad. Sean X e Y variedades diferenciables,
W una subvariedad cerrada de Y. Sea T, {f € C*(X,Y):f transversal a W},
entonces T, es un conjunto abierto y denso de C* (X, Y).

El teorema de transversalidad aplicado a e: A_ x Q — R""! muestra
que casi toda economia es regular, pues siendo el rank J e(A, w) = n -1,
(matriz de derivadas parciales con respecto a w) para e(A, w) = 0. Se
concluye a partir del teorema de transversalidad que para casi toda w €
Qrankde =n -1 cada vez que e(A, w) = 0.

Es decir que para w en un conjunto abierto y denso de R'_ se verifica
que para todo A eEq(w), rankd e (A) =n -1.

La importancia de las economias regulares radica en el hecho de que
tales economias tienen un conjunto finito de equilibrios, y por lo tanto
que sus equilibrios son localmente tnicos o puntos aislados, lo que
posibilita realizar ejercicios de estatica comparativa. Mas formalmente:
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Teoremad. (Unicidad local). En una economia regular todo equi-
librio es localmente tinico (o aislado). Esto es para todo A eEq’ existe ¢
>0tal que si A # A’y tal que |A - X'l < ¢, entonces e(X’) # 0. M4s aun el
conjunto de los equilibrios es finito. [Accinelli, E. (96)].

La demostracién de este teorema es conclusién del teorema de la
funcién inversa, [Lima, E.] y del hecho de que siendo w regular entonces
J.e (1) es una transformacién lineal de R"-! en R"! sobreyectiva.

Siendo e (0) un conjunto compacto entonces, Eq’(w) es un conjunto
formado por puntos aislados. La compacidad de dicho conjunto se desprende
del hecho de ser e, una funcién propia, es decir que si A > A €dE™',
entonces |le (1 )|| — « entonces e (0).

+

Siendo e:E»-!  x Q — R"!y la aplicacién consecuente del teorema de
transversalidad permite afirmar que para casi todo w, rankdJ. e (A)=n-1y
por lo tanto genéricamente una economia E = {-, w, } es regular.

l<i<n

A partirde aqui concluimos que el conjunto de economias singulares,
es decir aquellas para las que al menos en un A € Eq’la matriz J,e(, w) es
de rango menor que n - 1, forman un conjunto raro es decir, complementario
de un residual. Es en las proximidades de una singularidad que aparece la
posibilidad de cambios abruptos (catastréficos) en el comportamientodelas
economias, de alli su importancia. Ademés si fijadas las utilidades de los
agentes, no existe ningin vector w de dotaciones iniciales que permita
construirunaeconomfaE ={>,w. }, .  singular,entonces el equilibrio sera
nico en un sentido global para todo w, pues el nimero de equilibrios se
modifica solamente al atravesar por una singularidad. La unicidad del
equilibrio en el caso de no existir singularidades, se desprende del hecho de
que es siempre posible construir una economia con un inico equilibrio, basta
para ello considerar como dotaciones iniciales una asignacién de recursos
Pareto optimal. Esta propiedad de unicidad global depende exclusivamen-
te de las preferencias o utilidades de los agentes representadas en E por .

Nota 4. (Sobre la unicidad global del Equilibrio Walrasiano).
Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de unicidad
global dei equilibrio walrasiano es que la matriz jacobiana de la funcién
exceso de utilidad, una vez definidas las preferencias se mantenga de
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rango constante igual a n - 1 para toda dotacién inicial w de los agentes
y A e(A, w) = 0. Al andlisis de las singularidades y sus propiedades
dedicaremos la seccién siguiente.

II1. Economias singulares y sus propiedades

Describiremos a las economias por sus funciones exceso de utilidad,
e:E"!  xQ-— R~ donde Q es el espacio producto formado por los espacios
de consumo de cada agente, en nuestro caso estos serdn R' . Llamaremos a
las variables A = (,, A, ..., A ) variables de estado, mientras que w =(w/,
W,,...,W ) serdn llamadas variables de control o exégenas. En estado de
equilibrio, establecidos los pardmetros w los posibles valores de A para los
que e(A, w) = 0 determinan el estado del sistema (el equilibrio en el que se
encuentra la economia). Perturbaciones externas sobre los parametros
pueden hacer cambiar el equilibrio del sistema, pero generalmente peque-
nias modificaciones en estos parametros no alterardn demasiado al equili-
brio, y mantendran constante la cantidad de elementos en Eq esto eslo que
sucede tipicamente, pues tipicamente las economias son regulares. No
obstante en ciertos casos pequetias modificaciones en los valores de w
pueden producir grandes cambios, esto sucede en las proximidades de una
singularidad. Llamaremos catastrofe a una transicién brusca de un estado
aotrode equilibrio producido por modificaciones pequerias de los parametros.

Llamamos equilibrios singulares de una economia al conjunto de ele-
mentos en Eq’(w) para los que el corrango de la matriz jacobiana es no nulo.
El corrango de la matriz J kew(i) queda definido por la siguiente igualdad:

corank J.e (1) = (n - 1) - rankd,e (%)

Clasificaremos a las economias singulares en una primera aproxima-
ci6én en dos grandes clases, las que contienen unicamente equilibrios
singulares (o criticos) no degenerados, y aquellas que tienen equilibrios
singulares (o criticos) degenerados. Esta distincién queda basicamente
definida por el corrango de la matriz jacobiana de la funcién exceso de
utilidad. Mientras que los primeros son de corrango 1, los restantes son
de corrango mayor que 1. En general el corrango es una medida de cuan
degenerado es un valor critico. Llamaremos economias singulares no
degeneradas a aquellas que no presentas equilibrios criticos degenera-
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dos, economia que presenten 1 menos un equilibrio critico degenerado,
seran llamadas economias singulares degeneradas.

A los efectos de introducir la Teoria de Catéstrofes en economia
permitasenos considerar el siguiente ejemplo, de gran generalidad como
luego veremos.

Ejemplo 1. Consideremos una economia de dos agentes con dos bienes,
con dotaciones iniciales w, =(w,,w ,);i=1,2. Supondremos que ladotacién
inicial agregada (oferta agregada) est4 fija, sea esta W = (W , W,). Sera
entonces

W=w +w,,j=12()

siendow, la dotacién inicial en el bienjdel agentei. Las dotaciones iniciales
pueden sufrir redistribuciones pero supongamos momentaneamente que el
total no puede ser modificado, es decir W es un vector cuyas coordenadas son
constantes. El conjunto de equilibrios quedara representada aqui por :

V,, =, w) eEr-l xQe(k, w)=0, W+ W, = Wj;j =1,2}

El equilibrio quedara caracterizado porlos (A, w, ,w_) paralos que e(},
w,,w,)=0,siendo suficiente considerar, por laley de Walras, solamente la
funcién exceso de utilidad de uno de los agentes. Ademaés por ser A un
elementode E!_, conocida una de sus coordenadas conoceremos la otra por
lotanto, sin pérdida de generalidad podemos considerar a la funcién exceso
de utilidad del agente i como funcién solamente del correspondiente valor
de A. Conocidas las dotaciones iniciales de uno de los dos agentes la
condicién (*) permite determinar automaticamente, las correspondientes
dotaciones del otro agente. Supongamos que la funcién exceso de utilidad
del agente 1 es:

ey (hy, Wiy, Wop)=3Wh, - 3""11()“1)1/3 T Woy (5)

En términos de la teoria de catdstrofes A, es la variable de estado
mientras que w, y w,, serdn en este caso los pardmetros.

Los equilibrios de esta economia serdn entonces los valores de (A,
W,,, W,,) que anulen 5 y los correspondientes (1,, w,,, w,) obtenidos a
partir de ellos. Llamaremos superficie de catastrofe a

C, =k, w,, w,) €V,:detd er, w,,w,) =0l

11’ ALT1 1’
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Las economias cuyas dotaciones iniciales pertenezcan a este conjun-
to seran llamadas singulares. En este caso la superficie de catdstrofes
queda definida por:

“ = {(/l“w“’wzz) € Vw :66—/2 =3W, - Wn’l_Z/3 = 0}.

3/2 3/2
C — Wll w 2W 11
F 3W| ’ 11° (3Wl)l/2

Proyectando en el espacio de pardmetros obtendremos el llamado
conjunto de bifurcacién:

2W3/2
B, = WH,W}
1

Este conjunto queda representado en el espacio de pardmetros w,
w,, por una pardbola, al atravesar la cual el nimero de equilibrios de la
economia cambia. Las economias cuyas dotaciones iniciales pertenecen a
este conjunto son la economias singulares. Al atravesar esta curva la
cantidad de equilibrios se modifica de 1 a 3 6 reciprocamente. El nimero
de equilibrios queda determinado por el discriminante

2 3
§=27| 2| 4 %2
Wl WI

de esta manera obtenemos que si:

Explicitamente:

¢d < 0 existen tres equilibrios regulares.
¢d > 0 existe un equilibrio regular.

e6 =0, w, w,, # 0 un equilibrio critico (o singular) y uno regular.

La matriz Hessiana de la funcién considerada es singular, como
veremos més adelante esto prueba que el equilibrio critico es degenerado.
La Teoria de Catastrofes, nos muestra que es posible reducir el anélisis de
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las llamadas catastrofes (momentos de grandes cambios producidos por
modificaciones pequerias de las variables de control) a unos pocos casos
tipicos. La presencia posible de un tipo u otro de catdstrofes en cada
economia depende en ultima instancia, de las funciones de utilidad de los
agentes, y divide al espacio de economias en clases de equivalencia.

Entendemos que conocer las caracteristicas de los posibles conjuntos
de catdstrofe que pueden aparecer en una economia en particular, ayuda-
ria a predecir las posibles modificaciones abruptas y las consecuencias
futuras para el desarrollo econ6mico. Dedicaremos la siguiente seccién a
analizar algunos aspectos de dicha teoria y sus aplicaciones a la Economia.

IV. Catastrofes y economia

La Teoria de catédstrofes muestra que es posible reducir a unos pocos
casos paradigmaticos el comportamiento de sistemas cuasiestdticos (es
decir sistemas cuyos estados son perturbados tinicamente por la accién de
fuerzas exégenas) en las proximidades de sus singularidades. Comenzare-
mos analizando el caso maés sencillo de funciones reales. En este caso las
economias serdn economias de dos agentes, que pueden ser caracterizadas
plenamente por el comportamiento de una de las dos componentes de la
funcién exceso de utilidad. Veremos que en este caso, el comportamiento de
las economias en las proximidades de un equilibrio critico no degenerado,
queda totalmente determinado por el teorema de Morse, mientras que
en el caso de equilibrios criticos o singulares degenerados, si los
parametros relevantes no son mas de cuatro, una de las llamadas 7
catastrofes elementales describen completamente dicho comporta-
miento, [Castrigiano, D.; Hayes, S.].

Luego analizaremos casos un poco mas generales, especialmente las
llamadas singularidades de tipo con pliegues y las de tipo cuspide.
Entendemos que el estudio del comportamiento del desarrollo econémico a
partir de consideraciones provenientes de la teoria de catéstrofes,
puede ser de ayuda para comprender y prever posibles cambios bruscos
futuros en el desarrollo de una economia. La descripcién cuasiestatica
de los fenémenos propia de la Teoria de Catastrofes se adapta bien a las
caracteristicas similares de la Teoria Econémica.
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A. Economias con dos agentes

Consideraremos economias con dos agentes y 1 bienes, en este caso la
economia queda caracterizada por las dotaciones iniciales de los agentes w
ybasta considerar (porla Ley de Walras) una delas dos componentes (e, por
ejemplo) de la funcién exceso de utilidad como funcién de las dotaciones
iniciales y (por la homogeneidad de grado cero de la funcién exceso de
utilidad) el valor de A correspondiente a uno de los agentes (por ejemplo 1.).

Sea entonces e. (0, 1) x Q — Res decir e, pone en correspondencia
(A, W) —> e(A, w).

Definicion 7. Una funcion f se dice de Morse si el conjunto de
singularidades (conjunto de puntos criticos), de f es no degenerado.

Teorema 4. Sea X una variedad diferenciable. Entonces el conjuntode
funciones de Morse es un conjunto abierto y denso dentro del conjunto C=(X,

R).
Prueba: Es resultado inmediato del teorema de transversalidad.

A continuacién veremos que el comportamiento delas economias de dos
agentes en las proximidades de equilibrios criticos no degenerados, esta
totalmente determinado por el teorema de Morse.

Teorema 5 (Teorema de Morse). Sea f: X — R. Entonces p es un
punto critico no degenerado de f si y solamente si existe un difeomorfismo
local (en un entorno U, de p) tal que:

f=fp)-y*, - =Y+ Y, + .+ Y, (6)
se cumple paratodoy € U,.
Nota 5. Por definicién: s y n son el indice y el rango de f en p.

La demostracién del teorema puede verse en [Golubitsky, M.
Guillemin, V.].

Aplicado a las economias que aqui estamos considerando, el teorema de
Morse nos permite decir que en las proximidades de un equilibrio critico no
degenerado, el comportamiento de diferentes funciones exceso de utilidad
serd similar sin importar otras caracteristicas de la economia. Mientras que
el teorema anterior nos dice que casi toda economia singular serd no
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degenerada. Obsérvese que cambios en los pardmetros que impliquen
difeomorfismos no modifican el caracter de la singularidad de un punto, de
ahi que pueda decirse que economias que no presenten equilibrios singula-
res degenerados se comporten similarmente (a menos de difeomorfismos)
en las proximidades de la singularidad. La existencia y caracteristicas
particulares de los equilibrios criticos degenerados propios de cada econo-
mia, diferencian los comportamientos de los sistemas econémicos en las
vecindades de los equilibrios criticos. Veremos que es posible diferenciar
grados de degeneracién de los equilibrios criticos y que es posible clasificar
a las economias segun tal caracteristica que depende tinicamente de sus
fundamentos, en particular de las preferencias de los agentes, las que
determinan el tipo de singularidades posibles, presentes en la economia.

El teorema de Morse, nos permite decir entonces, que en las proxi-
midades de un equilibrio critico no degenerado (A, W) existe un
difeomorfismo ¢, tal que localmente la funcién exceso de utilidad tiene
la forma dada por uno de los estereotipos:

e;(hy, W =FA, —Wom..—We + W2, +.. 4+ W2,
Paralas economias consideradas n = 2l, pues cada w representa a una
de las coordenadas de las dotaciones iniciales de los agentes, por lo tanto
habréd 2] + 2 estereotipos diferentes segtn la distribucién de signos.

Como puede verificarse ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.]. Un punto
critico p de f es no degenerado si y solamente si la matriz Hessiana es
invertible. Por lo tanto esta caracterizacién da una forma sencilla de
saber si un equilibrio critico es o no degenerado. Recordemos que la
matriz hessiana de f es la matriz

2
o°f = ot :
% 0K

El siguiente teorema es un corolario del teorema de la funcién inversa.

Teorema 6. Los puntos criticos no degenerados son puntos aislados.

Prueba: Sea p € U un punto critico no degenerado de fy sea ¢ = of =
(of / ox, ..., of / ox ). Entonces J¢(p) = &*f (p) es invertible y por lo tanto ¢ es

Lecturas de Economia No. 54. Medellin, enero - junio 2001



Economias singulares

un difeomorfismo local en p. Luego por el teorema de la funcién inversa
existen subconjuntos abiertos V de U que contiene a p y V de ¢(p) donde phi
es inyectiva. Esto implica que of (x) = ¢ (x) ¢ (p) = of (p) = 0. En consecuencia,
como los equilibrios regulares, los equilibrios criticos no degenerados seran
localmente tnicos, y en cantidad finita si las dotaciones iniciales estan
definidas en un subconjunto compacto del espacio de consumo.

Para funciones de Morse f vale que, el conjunto de ellas cuyos valores
criticos son diferentes, esto es si p y q son distintos puntos criticos, entonces
f(p)#f(q) es residual, ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.]. De esta forma la
- probabilidad, en el caso en que tal concepto pueda definirse, de economias
con multiples equilibrios singulares es nula. Mds formalmente, el conjunto
delaseconomiasde dos agentes con miiltiples equilibrios singulares es raro
es decir es complementario de un conjunto residual®.

Nota 6 (Sobre el cambio en el numero de equilibrios). Puede
concluirse que, tipicamente las economias transitardn de una situacién
con unico estado posible de equilibrio a una situacioén en la que tres
estados de equilibrio son posibles.

B. Economias con pliegues

A continuacién consideraremos economias con un numero finito de
bienes y agentes y estudiaremos las caracteristicas y posibilidades de
ocurrencia de un tipo de singularidad llamada pliegue. La caracterizacién
de los equilibrios de una determinada economia depende del comporta-
miento de la matriz jacobiana de la funcién exceso de utilidad en el punto
en cuestién, en primer término, el hecho de que su rango sea menor que
el esperado nos dice si el equilibrio es o no critico. El grado en que
disminuya el rango de dicha matriz, es una medida de la degeneracién
del equilibrio critico.

Las similitudes en el comportamiento en un entorno de una punto,
presentadas por funciones cuyos polinomios de Taylor coinciden en
dicho punto, serd la base para la clasificacién de las singularidades.

1 Esta propiedad topologica no depende de la definicién posible o no de una probabilidad o medida en
el espacio de las economias, pero implica que si tal definicién es posible, entonces un conjunto raro
es de probabilidad cero.
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Entramos aqui de lleno en un problema central de la Teoria de
Catastrofes, a saber cuando una funcién C= (X,Y) estd determinada en
el entorno de un punto, es decir, cuando funciones que tienen el mismo
desarrollo de Taylor en un punto p coinciden, a menos de un cambio de
coordenadas producido por un difeomorfismo en un entorno de un
punto. En general esto no sucede, las condiciones necesarias y suficien-
tes para que una funcién quede caracterizada por su k-ésimo polinomio
de Taylor estdan dadas en [Mater, J.]. En este trabajo no alcanzaremos a
tratar este punto, no obstante veremosque funciones que presenten
polinomios de Taylor iguales hasta cierto grado (a menos de
difeomorfismos en sus coordenadas) presentaran un comportamiento
similar en las proximidades de suspuntos criticos degenerados.

Daremos a continuacién algunas definiciones y notacién bésica de la
Teoria de Catéstrofe, imprescindibles para continuar con nuestro trabajode
clasificacién de singularidades.

Definicion 8 Germen. Sean X e Y variedades diferenciables F, F,:
X — Y funciones diferenciables, tales que F,(p) = F,(p) = q. Diremos que
ambas funciones son equivalentes si coinciden en un entornode p, el espacio
de clases de equivalencia asi definido, sera llamado espacio de Gérmenes,
siendo [F] el Germen de F en p la clase de equivalencia correspondiente
aF.

Notaremos como E al espacio de gérmenes. La determinacién es
local, el punto en el que estd considerado el germen sera explicitado
cuando haya riesgo de confusién.

Definicién 9.

« El simblolo D*f define las derivadas (6'*'f)/ (0x *...0x ™) donde |hl=
an=1 hj considerando todas las posibles formas de sumar |hlcon h >0, i
=1, 2;...;1.

«Sea k un entero no negativo. Dos gérmenes [f] y [g] en E se dicen k-
equivalentes en p D (p) = Dbg (p) para todo h tal que |hl <k.

« La clase de los gérmenes k-equivalentes con [f] es llamada el k-jet
de [f] y es denotada por j¥[f (p)].
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e Notaremos por J%X, Y),, al espacio de clases de gérmenes k-
equivalentes en p, esto es el espacio de k- jets con fuente p y objetivo q.

eUn elemento 6 € J*(XY) = U JYXY),  es llamado k-jet.

Si X e Y son variedades diferenciables conn =dim X ym =dim Y
entonces J¥(X, Y) es una variedad diferencial cuya dimension es igual an
+m + (la dimensién del espacio formado por la suma directa de
todos los polinomios de grado menor o igual que k con nomas dem
variables).

(p, @) € X xY

Obsérvese que cualquier funcién exceso de utilidad, puede presentar
valores criticos que no sean el cero, es decir un determinado valor z € R"-!
puede ser critico para la funcién e en el sentido de que existan puntos,
preimégenes por e de z donde el rango de la matriz jacobiana es menor que
n-1.Nuestrointerésestd enlos puntossingulares que corresponden al valor
critico cero, es decirlos equilibrios criticos, puntos dela forma (A, w) € E™*! |
x Q) que anulen a la funcién e ademés de hacer de la matriz jacobiana una
matriz singular. Solamente los k-jet o con objetivo cero, o € J(X,Y)_,
donde X = E*! x Qe Y=R"!son los que representan el comportamiento
de la funcién exceso de utilidad en las proximidades de los equilibrios.

Nota 7. Notacién.

o A los efectos de evitar confusiones con la notacién representaremos
de ahora en més a la matriz jacobiana de f evaluada en p por (&f),.

o Como rank(af)p notaremos el rango de la matriz jacobiana en p, es
decir el nimero maximo de columnas o filas linealmente independientes
que la matriz posee. Particularmente: rank(de ), = n - 1.

«Definimos el rango de ¢ como rank o =rank (of) y corank ¢ = p - ranko
donde p = min {dim X, dim Y}. En nuestro caso siendo X =E™! xQeY =
R™~1 tendremos dimX = (n - 1) + nl ydimY =n - 1 por lo tanto pq =n - 1.

Sea f: X — Y un elemento representativo de o, existe un mapa jf: X
- J*(X, Y) tal que a cada punto peX lo pone en correspondencia con j*f
(p) la clase de equivalencia de f en J*(X, Y), ¢ o BN nuestro caso nos
interesa la clase de equivalencia J*e(p), que el mapa J*e, asigna a cada
punto p = (A, w) de equilibrio.
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Cada o € J'(X, Y) define un tnico mapa lineal de TX —» T Y, el que
queda determinada por la transformacién lineal (of) , definida por la
matriz jacobiana de cualquier elemento f € C=(X, Y), representativo de
c. Sea:

S, ={ced X, Y):corankc =r},

el subconjunto de JUX,Y)formado por las clases de equivalencia de todas
las funciones f: X — Y suaves, tales que el corrango de su matriz jacobiana
esr, es decir por los 1-jet de corrango r.

Puede probarse que este conjunto es una subvariedad de J'(X, Y), con
codim S _=(n-p+r)(m-p+r),siendop=min {dimX, dimY } ver [Golubitsky,
M. Guillemin, V.].

La codimensién de las singularidades de tipo S_descarta su ocurrencia en
el caso de funciones entre variedades de rango menor que el corrango de la
variedad. De esta forma economias de dos agentes con a lo sumo dos pardmetros
no presentaran singularidades diferentes de las que en S, pueden existir.
Veremos que éstas sélo pueden ser o tipo pliegue o tipo cispide.

El conjunto de singularidades de f en los que el jacobiano de f resulta
de corrango r se representard por S (f ) = (j'f) -! (S)). De esta manera S (e)
representara el conjuntode los puntos criticos de enuestro interés radicaen
el estudio del comportamiento de la funcién exceso de utilidad en las
proximidades de los equilibrios criticos, es decir de aquellos puntos de
la variedad X = E**!  x Q donde no solamente el jacobiano tiene determi-
nante nulo, sino donde a la vez la funcién toma el valor cero.

Definicion 10. Sea f: X — Y tal que (j'f) es transvesal a S,. Entonces
x en S (f ) es un punto de pliegue si T S/(f) + Ker (of) = T X.

» Representamos por T Y el espacio tangente a la variedad Y en el
punto p.

«Como Ker (of )  representamos al niicleo de la transformacién lineal
(of ),.

El estudio de los equilibrios criticos no degenerados supone el anélisis
de S/(e) es decir de la preimagen por j'e del conjunto de jets de corrango
1 con objetivo 0. Sea f: X - Y,condimX>dim Yy u=dim X-dim Y. En
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el caso de ser j'f transversal a S, tendremos que S (f ) serd una variedad
cuya codimensién satisface:

codim S(f) =codim S, =p + 1,
ver [Golubitsky, M. Guillemin, V.]. Note que la dimensién en un punto x

de S,(f) del ker (of ) es p +1. Es decir el espacio tangente a S,(f) y el ker
(of), tienen dimensiones complementarias.

Siendo e la funcién exceso de utilidad tendremos que p = [nl+ (n - 1)] -
[n - 1], por lo tanto el conjunto de singularidades de la funcién exceso de
utilidad es una variedad de codimS (e) = nl + 1 de la cual es subconjunto el
conjunto de los equilibrios criticos no degenerados.

El comportamiento de las economias en las proximidades de los equili-
brios de pliegue queda caracterizado por el siguiente teorema.

Teorema 7. Sea f: X — Y una submersién con pliegues y sea pe S (f).
Entonces existe un sistema de coordenadas x, x,, ...,x_ centradoenp y
otro sistema y,,y,, ...y, centrado en f (p) tales que en estos sistemas ftiene
la forma:

(Fiy Xy i) —» R0 X ik b AR T o

m - 1? m

la demostracién puede verse en [Golubitsky, M. Guillemin, V.].

Laforma local que adquiere la funcién en un entorno de la singularidad
p, justifica el nombre de pliegue. Obsérvese que en el caso de considerar
solamente variedades de dimensién 2, la forma normal (local) de la
funcién en el sistema de coordenadas senalado en el teorema , esta dada
por (x, x,) > (x, x%). Esta transformacién se puede obtener haciendo las
siguientes operaciones geométricas:

1. Primeramente se mapea el plano (x,, x,) en el cilindro parabélico
x, = x* en en el espacio (x , X,, X,) por el mapa (x, x,) > (x, X,, x%,), es decir
se pliega el plano.

2.Y ahora proyectamos en el plano (x,, x,). Completando asi el plegado.

Obsérvese que en este caso S (f) serd un variedad de dimensién 1
cuyo plano tangente se mantiene ortogonal al plano x,, X, que coincide
con el ker (f) . Nétese también que en el caso de ser Y = R el conjunto de
las submersiones con pliegues son precisamente las funciones de Morse.
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En el caso de economias como las presentadas en el ejemplo de la
seccion 111 y en general para mapas entre variedades de dimensién 2, las
tnicas singularidades posibles son del tipo S (e), pues S,(e) no puede
ocurrir desde que su codimensién es 4. Es posible demostrar que sélo
pueden existir dos tipos de comportamientos en las proximidades de
singularidades, o de equilibrios criticos:

.TpSl(e) ® Ker (6e)p = TpX.
.TpSl(e) = Ker (6e)p.

Luego de los cambios pertinentes en las coordenadas veremos que, la
primera ocurrencia representara una singularidad de tipo pliegue y la
segunda una de tipo cispide. El ejemplo presentado en la seccién III es
representativo del comportamiento de las economias en las proximida-
des de sus equilibrios criticos degenerados.

Nota 8 (sobre la impridad en el nuimero de equilibrios). La
imparidad en el nimero de equilibrios de las economias impone que si existe
una singularidad w, de tipo pliegue para la ecuacién e(A, w) = 0, entonces
existe una solucién %, e(k, w) = 0 tal que (e ): tiene rango igualan - 1.

C. Singularidades S_

Sea f: X - Y un mapa tal que j'f es transversal a S. Llamaremos a
tales mapas uno genérico. Denotaremos por S_ (f) al conjunto de puntos
donde el corrango del mapa f: S(f) » Y es s.

En [Golubitsky, M. Guillemin, V.] se prueba que S (f) es una variedad
de dimensién igual a r? +rp donde p = |dim X - dim Y|, en el caso de
economias con n agentes y 1 bienes, siendo X = E*! x Qe Y = R*_|
tendremos que p = nl. Se concluye que dim S (f) < dim Y es decir que para
economias como las consideradas, el conjunto de singularidades para e
donde el rango del jacobiano de la funcién exceso de utilidad decae en r
es de dimensién menor que n - 1, es decir: dim S (e) < n - 1. De esta manera
las singularidades para economias con dos agentes son, si existen,
genéricamente siempre puntos aislados.

Obsérvese que x € S_ (f) siy solamente si xeS (f) y ademas el kernel
de (of), intersecta el espacio tangente a S (f) en un espacio de dimensién
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s. Economia con dos agentes presentaran entonces inicamente singula-
ridades de tipo S, 0 S, | es decir pliegues o cispides.

De forma analoga a como S_fue descrita como subvariedad en J(X,
Y), S_, puede considerarse como subvariedad en J%X, Y), siendo que x €
S, () siy solamente si j*f(x) € S__.

Elteorema de transversalidad prueba que j*fes transversalaS_, para
un conjunto residual en el conjunto de mapas C<(X, Y). Llamaremos 2-
genérico a un mapa en estas condiciones.

A partir de la observacién anterior puede probarse que los conjuntos
S, () son genéricamente subvariedades de X cuyas dimensiones estdn
definidas por:

dimS_ (f) = dimX - r* - pr - (codimS_ (f) en S (f)), (7
donde - 0
codimS, :Ex(k+1)—?(k—s)(k—s+1)—s(k—s), (8

siendo
em = dimY - dimX + k
ek =r + max (dimX - dim Y, 0). [Golubitsky, M. Guillemin, V.].

En el caso de economias con n agentes y | bienes, representadas por la
funcién exceso de utilidad e, se tendra que: dim X = nl + (n -1) mientras que
dim Y = n -1. Esto hace que las singularidades posibles para una economia
estén relacionadas con el nimero de agentes y bienes, siendo imposible que
aparezcan algunas singularidades a menos que la dimensién de X sea
suficientemente grande. Veremos a continuacién algunos ejemplos.

D. Singularidades posibles y dimensiones de la economia

En primer lugar notemos que en la ecuacién (7) m y k seran respec-
tivamente iguales a r y a r + nl. A partir de aqui sustituyendo en (8)

obtenemos para e 2-genérico que:

rs rs rs’

COdler’S(e) =(r+nDrs-s]- —é_ + *E‘ - T +85°.
Sustituyendo k = nl + r en (8) obtenemos:

2
codimS,  (e) = nl[rs—s]+ rls- % + —;—S +82,
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y para la dimensién de la subvariedad 'Sr,s(e) obtenemos a partir de (7) la
igualdad:

dimS_,(e) = nl[l-r-rs+s]+rs(—r+§—%]—s2 .

Para el caso particular de S| | resulta codim S;; =2ydim S, =n-2.
De esta forma economias con dos agentes presentardn genéricamente un
conjunto de singularidades de tipo S , formado por puntos (A, w) € E*!  x
Q aisladas. En general formarén variedades de tipon - 2.

Puede probarse a partir de (7) y (8) que genéricamente no habra
singularidades del tipo S, ,(e) para n < 4. Pues para obtener dim S, ,(e) > 0
es necesario la existencia de al menos 4 agentes.

Conclusién

Elanalisisde las singularidades es todavia una asignatura pendienteen
laTeoriadel Equilibrio General. En el tema, el presente trabajono pretende
ser méds que una muestra de las posibilidades de obtener nuevos conoci-
mientos sobre el comportamiento de las economias, particularmente en
el momento y en los antecedentes o momentos inmediatamente poste-
riores a los cambios abruptos, catéstrofes.

Ciertamente que a pesar de pequefio el conjunto de los equilibrios
criticos juega un papel fundamental en la Teoria Econémica. La no existen-
cia de tales singularidades transformaria a la economia en la ciencia mejor
previsora del futuro. La existencia de la multiplicidad de equilibrios,
conclusién de la existencia de las singularidades hace no s6lo que no pueda
predecirse el comportamiento regular, pues en principio nada dice en que
equilibrio de los multiples posibles vivira la sociedad, sino que ademas hace
imprevisible el futuro. Un indicio de tal comportamiento puede intuirse a
partir del conocimiento de las posibles singularidades futuras y sus formas.

La moderna teoria de catédstrofes clasifica las singularidades hasta
cierto grado y analiza la estabilidad de los mapas con tales singularidades.
Mostrando hasta que punto perturbaciones pequeias en las condiciones
iniciales, producidas por ejemplo por deficiencias en las medidas de las
situaciones iniciales, son intrascendentes en el momento e mostrar
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posibles comportamientos futuros de las economias. Si pequefias modifi-
caciones en las variables de control implican grandes cambios en el
conjunto de equilibrios, la situacién es altamente preocupante, pues toda
medida implica error. Hasta que punto pueden ser los conjuntos de
equilibrios independientes de pequefias modificaciones en los pardmetros
o no, es tema de la Teoria de Catdstrofes y del estudio de la estabilidad
de los mapas y sus singularidades aplicados s a la Teoria Econémica.

El objetivo del trabajo es el de mostrar las posibilidades del estudio
de las singularidades en economia las que en definitiva en muchos casos
la representan, haciendo abstraccién de otros muchos factores, muy
claramente. Mapas con iguales singularidades son equivalentes, en
cierta forma esto es traducible a las economias, economias con el mismo
tipo de singularidades presentancomportamientos similares, y en este
sentido se puede decir que son equivalentes.

Por otra parte la funcién exceso de utilidad muestra claramente
como cambios en las dotaciones iniciales implica cambios en la forma en
que los agentes econdémicos gravitan en la sociedad pues precios y
asignaciones de equilibrio estdn biyectivamente relacionados con pesos
sociales. Esta relacién es intuitivamente clara, pero es el analisis de la
funcién exceso de utilidad quien lo establece formalmente, a la vez el
andlisis de las singularidades de esta funcién muestra los momentos de
cambios y sus formas posibles.

Finalmente diremos que en condiciones muy generales sobre las
funciones de utilidad y sus derivadas es posible extender el andlisis acé
realizado a economias con infinitos bienes, es decir con bienes contin-
gentes al tiempo en que serdn consumidos o los posibles estados de la
naturaleza en el que el consumo serd realizado.
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