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Introducién

En el trabajo estadfstico aplicado es comin el empleo de
transformaciones que permitan simplificar el anélisis de un conjunto de
datos cuando son generados por distribuciones con una cola pesada o
cuando existen observaciones atfpicas en una de las colas de la
distribucién. El objeto de este artfculo es i) presentar una
transformacién de potencia para simetrfa, basada en los cuantiles de los
datosy ii) obtener un estimador de la media retransformada que no hace
uso del supuesto de normalidad de los datos transformados. Més
precisamente, para una muestra aleatoria Yy Ygse-5Y, » cony, >0 paratodo
i=1,2,...nla transformacién propuesta elige una potencia Aen la familia
de transformaciones potenciales introducida por Box y Cox (1964),

T(y;,A) =(y*-1/A sirz0 (1)

=In(y,) si A=0
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de forma tal que
T(y, ,A)=B+¢,

donde B es la media de la distribuci6én de los datos transformados y €,
i=1,2,...,n son variables aleatorias iid con media cero, varianza o?y
distribucién simétrica, y si el interés del anélisis son los datos originales,
se presenta un estimador para la media retransformada que no depende
del supuesto de normalidad. El empleo de la técnica de bootstrap (Efron
(1982a), Efron y Tibshirani, (1986)) permite la obtencién del error
estdndar del estimador y de un intervalo de confianza tanto para la
transformacién de simetrfa asf como para la media retransformada. El
plan del documento es el siguiente: 1a seccién I presenta la transformacién
de simetrfa y el cédlculo de su error estdndar usando bootstrap; un
estimador de bajo sesgo para la media de la distribucién de los datos
originales, asf como el procedimiento bootstrap para calcular su error
estdndar son derivados en la seccién II; la seccién III presenta algunos
resultados empfricos; por ultimo, se presentan algunas conclusiones.

I. El estimador de la Transformacién de simetria y su error
estandar

Suponga que y es una variable aletoria continua con f.d.p f{y)y cuyo
p-ésimo cuantiles§ , O<p<1, es decir, F(§ J=P(y<¢ )=p. Una transforma-
cién potencial T(y,A) en la familia (1) que simetrice a f{y) debe ser tal que

TE,N+TE,,N)
T(E, A= @)
2

para todo p, O<p<1.

Por ejemplo, si y es una variable aleatoria con distribucién
lognormal(p,o? ), entonces existe A en (1) tal que T(y,\) sea simétrica.
En efecto, si A=0, la distribucién de T(y,A)= In(y) es la distribucién
normal(u, o? ) la cual es simétrica con respecto a u y entonces la propiedad
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(2)es satisfechaexactamente. Enla practica notodaslasdistribuciones son
exactamente simetrizables, pero es posible obtener una aproximacién a
la simetrfa. En este caso (2) seré satisfecha s6lo aproximadamente.

Ahora bien, supongaquey,, y, ,...,y, esunamuestra aleatoria de f(y)
y que ﬁp es el p-ésimo cuantil muestral, es decirquesi y,,,, ¥, ¥, Son
los valores muestrales ordenados entonces €P esy,  dondem=[pn}+1,
donde [pn]denota el mayor entero que no excede a pn; si pnes enteroel valor
de € no es tnico y toma cualquier valorentrey . y Yipns1) > POT ejemplo,
sin=50 y p=.5 entonces la mediana muestral, {, cae entre y,. ¥ ¥,
generalmente &‘_5 =(Y 45 +Y6)/2 s empleada para obtener la mediana
muestral.

De acuerdo con lo anterior la transformacién T(y,A) que simetriza f(y)
debe simetrizar aproximadamente el conjunto de datosy,,y,,...,y,,
es decir, debe tener la propiedad

i BB A T B
TE, M= 3)
2

para todo p, O<p<1.

Como, en general, f(y)es desconocida también lo ser4& A y debemos
emplear el conjunto de datos para estimarla de forma tal que (3) sea
satisfecha. Un procedimiento que permite la obtencién de unestimador
de A estd basado en (3)y es el siguiente (Castafio, 1994): i) para cada valor
de A ,obtenga T(y,,)),i=1,2,...,n, y calcule los cuantiles T(,,) ), paravalores
O<p<1.

TE, N+TE, 1
ii) Caleule SA(\) = X, [T(€ 1) - , 0<p<l.
2

iii) El estimador de A es el valor A que minimice SA(A). En otras
palabras, 2 es el valor de A que minimiza las desviaciones absolutas de la
semisuma los cuantiles p y 1-p con respecto a la mediana, para todo p.
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Nota: El procedimiento anterior puede ser implementado haciendo uso
de los valores letra definidos en en anélisis exploratorio de datos. (Tukey
(1977), Velleman y Hoaglin (1980)). Dichos valores letra corresponden
aproximadamente a los cuantiles p=1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, etc. El
paquete estadfstico MINITAB facilita el proceso de estimacién de A
haciendo uso dichas medidas resimen. Un macroprocedimiento
llamado SIMETRIA.MTB est4 disponible y puede ser empleado para el
caleulo de 3.

Consistencia de Ii.

La consistencia de '7\& estd {ntimamente relacionada con la
consistencia de £p como estimador de §, - Mosteller (1946) prueba quesiy,,
¥y, €sunamuestra aletoria de una distribuci6én conf.d.pf(y)continua
y diferenciable en la vecindad de los cuantiles poblacionales § y g )20,
entonces la distribucién conjunta deg €, ,....§, ,con 0<p, <p, <...<p,
<1, es aproximadamente normal k-variante con vector de medias €,
€, 5-5, ) ¥ matriz de covarianzas cuyo j-i-ésimo elemento es de la forma

A A p.i (l-pi)
——— PSP -
nfle ) ()

Del resultado anterior se deduce que &\p es una estimador
consistente para §,, para todo p, puesto que:

Dlim_ E(é\p )=%,, paratodop,O<p<l,y

ii)lim, _ VAR( =0

Ademais los €m. son mutuamente independientes asint6ticamemte.
Proposiciéon

Bajo las condiciones anteriores, suponga que A es la potencia
(desconocida)en la familia (1) que simetriza (exacta o aproximadamente)
a fy). Entonces % es un estimador consistente de A si y s6lo si , >0, para
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todo p, O<p<1, donde

A 1€ )+ TE N
D, =TE N - ,

2
Nota: Si fly) es exactamente simetrizable,

TN + T €, ,A)
D, = T M) - =0
2

en caso contrario Dp =0.
Prueba

Suponga que A es la potencia en la familia (1) que simetriza a fly)y que
es consistente para A. Veamos que D_** >0, para todo p, O<p<1.

En efecto,

3 plim T €,) + plim T ¢ ,})
plim D = plim T(é 5,5:) - , O<p<1.
2

A
Puesto que T es continua y § ¥y "\ son consistentes, obtenemos que

A A A A
plim T (€ ,A) + plim T (§,_,A)

plim ﬁp = plim T(,A) - =
2

TE,M) +TE, 1)
TE ,A) - , para todo p, O<p<1.
2

Como A es simetrizante,
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T(E M)+ TE, ,\)
TE ,A) - =0 para todo p, O<p<1.
2
A Pr
Por tanto D, —— >0, para todo p, O<p<1.
A Pr
A Ahorasuponga D ——— >0, para todo p, O<p<l. Veamos que
A es consistente.
A Pr
Si D —— >0 entonces

P

plim T (€ %) + plim T €] ;1)

A A
plim T ,A) - = 0, para todo p, O<p<1
2
es decir,
: A Teplimé, plim?) + T(plimé, , plim?)
T(plimg ,, plim}) _ =0.

2
De la consistencia de &‘p la expresi6n anterior la podemos
escribir como
S RNy T B -
A T(gp, plimA) + TG, plimA)

T (€, plimA) _ = 0, para todo p, O<p<1
2

lo que significa que plima simetriza la distribucién. Por tanto
plim Aw k.

Error estandar ﬁ

Es posible calcular el error estdndar de N empleando la técnica de
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computacional de bootstrap (Efron, (1982a), Efron y Tibshirani, (1986)).
Los pasos a seguir son los siguientes:

i) Usando el procedimiento de estimacién obtenga A tal que
A A S
T(y, ,A) = B+¢,, i=1,2,...,n,

A
donde B es un estimador de la media de los datos transformados y é\. es
el i-ésimo residual.

ii) Obtenga una muestra con reemplazamiento é: ,1=1,2,....,n de los
residuales 'éi . Calcule y*=T"! (ﬁ+€;“, 3\), es decir obtenga,

AN A
y 2 [14AT B+, 01, i=1,2,...,n.
iii) Calcule un nuevo estimador 4" de A, para los datos y".

iv) Repita el procesoii)y iii) un nimero B dc,e\ veces. La coleci6n de todos
los A" forma la distribucién de bootstrap de A. El estimador de su error

estdndar es
A A
se(i)= H 2 (AP ]m
B-1

donde A*=1ZXB /)\\ 2
B =1 j
El macroprocedimiento SIMBOOT.MTB desarrollado en el paquete
estadfstico MINITAB permite obtener la distribucién Bootstrap de A.

II. Un estimador de la media retransformada

Si el interés en el anélisis estd centrado en la media de los datos
originales, es bien conocido que la sola retransformacién produce un
estimador para la media de los datos originales que puede tener sesgos
importantes (Granger y Newbold (1977), Miller (1984), Taylor (1986)).
Ahora bien, la eliminacién de ellos depende de ladistribucién de los
datos transformados T(y, ,\)=B+¢, .
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Una transformacién de simetrfa y la media retransformada

Consideraremos que:
A) g, ~ N(0,0%), i=1,2,...,n.

Para esta situacién Miller (1984) y Taylor (1986) encuentran las
expresiones de bajo sesgo para el estimador de la media
retransformada en las transformaciones logaritmo natural, potencias
fraccionarias positivas, inversa o potencias fraccionarias negativas.

B)e¢, tiene una distribucién simétrica de media cero y varianza ¢* .Este
esel caso de mayor interés en la practica. Siguiendo a Guerrero (1993),
es posible obtener un estimador de la media retransformada a partir
de la siguiente aproximacién.

Considere la expansién desegundo orden de T(y,A) en series de Taylor
alrededor de p=E(y):

dT (y, 1) d*T (y, ») (y-py?
T = T ——— y=n) - +( ———] y=) ——
dy dy 2
Tomando valor esperado, obtenemos
+( dT (y, A) azT (y,A) (y-n»?
E{T(y,M} = T(n,3) ——| y=p/ E(y-p)+ |y=u E{ }
dy dy?
de donde
d?T (y,A) var (y)
E{T(y,M)}= T(u,l)o(—-——l y=p) e 9)
dy? 2

Ahora, expandiendo T(y,A)y usando una aproximacién de primer orden
alrededor de p, obtenemos,

| y=n) (y-p)

dT (y, A)
E T(y,A) = T(n,)) +(

dy
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de donde

var (T (y,L))
var(y) =z ———— (10)

dT (y,\) 2
(2 )
dy

Reemplazando (10) en (9) obtenemos

d’T (y,A) var (T (y, M)
E{T(y,M}= T(n,A) ‘(———"‘I Y=11) S T e

dy? dT (y, A) 2
e

dy

(11)

esta expresi6n es la base para obtener un estimador con bajos sesgos
para la media retransformada.

Suponga que la transformacién escogida es T(y,A) con A=0. Es decir que
In(y)=B+¢, tiene distribucién simétrica. Entonces,

d?In (y) var (In (y)
E{In(y)} = In(p) +( IY=11) i < oy

dy* din (y) 2
)
dy
de donde
0-2
8=In(p)-—
2
Por tanto,
p=eb+2/2
y un estimador de bajo sesgo para p est4 dado por
A A A
pseb+2/2 (12)
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Esta es la forma encontrada por Miller cuando € ~ N(0, 6?). Si A # 0,
entonces T(y,A)=(y* -1)/A y sustituyendo en la ecuacién (11) obtenemos

p? -[1+AE(T(y,A)Ip* +A(A-1)0%2 = 0

que constituye una ecuacién de segundo grado en p* cuya solucién es
p*= [1+A E(T(y,A)1"* {0.5£0.5[1-2A(A-1)c? [1+XE(T(y,A))]2 ]"2 P (13)
donde se escoge el signo ‘+’ de forma tal que p < E(T(y,l)) siAS1,lo que es
una consecuencia de la monotonicidad en A de la transformacién.
De las expresiones (12) y (13) se concluye que podemos escribir

p=T"' [E(T(y,M].CF(})
donde
CF(A) ={0.520.5[1-2M(A-1)0?[14+2AE(T(y,M))I2]2}* si A #0
=ec?/2 siL#0.
Un estimador de bajo sesgo para p estd dado por:
A A
p=T" [E(T(y,).CFQ)  (14)

Error estandar de i

El célculo del error estandar de 1 utiliza el siguiente procedimiento
de bootstrap:

i) Para fijo, de Ty, i)—Bﬂ ; 1-1 2,...,n, obtenga una muestra con
reemplazamiento €' g, de tamario n de e

ii)Calcule T" (y ,)»)A-B+e i=1,2,...,n,y use la expresién (14) para obtener
un nuevo estimador p” de la media retransformadareemplazandoT(y,x)
por T" (y,k) y o pord?, donde d? es lavarianzade T" (y, ™).

iii) Repita los pasosi)yii) B vecesy obtenga la distribucién de boostrap
de p. Calcule el error estdndar de p como:

se(j)) = [ " (u -ny

1 J=1
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dondep*=_1 3P I].\l’
B j=1 J

El macroprocedimiento llamado MEDBOOT.MTB escrito para el
paquete MINITAB permite obtener la distribucién de bootstrap para f.

III. Algunos resultados empiricos

Con el fin de comparar el comportamiento del procedimiento de
retransformacién, se simularon observaciones de diferentes
distribuciones conocidas. Para cada distribucién se us6 una muestra de
tamafio 50 y otra de tamafio 200. Se emple6 el método de maxima
verosimilitud para obtener la estimacién directa de la media de la
distribucién, que se denotaré por ﬁMV' , ¥ su error estandar se(ﬁMv).

A continuacién de obtuvo la transformacién de simetrfa para cada una
de las muestras y se calcul6 la media retransformada empleando (14). Se
emple6 a media aritmética y la varianza insesgada de los datos como
estimadores de E(T(y,l)\»)) ydeo?. Suerror estdndar se encontr6 usando 250
repeticiones de bootstrap. Los resultados se presentan en la tabla 1 dada
a continuacién.

Tabla 1
Comportamiento del estimador de la media retransformada

distribuc n E(Y) ﬁw M(L\Iw) ¢ i ﬁ so(ﬁ)
Lognorm(2,1) 50 12.185 11.522 1.629 -0.10 12.034 1.719
200 12.185 12.613 0.892 -0.09 12.295 0.979
Exponenc(1) 50 1.000 1.022 0.145 0.27 1.031 0.129
200 1.000 0.929 0.066 0.30 0.940 0.064

Beta(5,3) 50 0.625 0.663 0.018 1.60 0.662 0.019
200 0.625 0.618 0.011 1.50 0.617 0.010
Weibu(5,3) 50 2.780 2.888 0.076 1.60 2.884 0.075

200 2.780 2.799 0.041 1.60 2.801 0.041
Gamma(2.1) 50 2.000 1.970 0.193 0.500 1.969 0.166
200 2.000 1.884 0.092 0.300 1.885 0.087
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Estos resultados muestran que el procedimiento propuesto funciona
adecuadamente frente al método de méxima verosimilitud, teniendo a su
favor que no se ha hecho ningiin supuesto sobre la forma explicita de la
distribuci6n de los datos originales ni transformados. Aunque s6lo hemos
usado una muestra para cada tamafio muestral y cada distribucién, es
interesante observar que para la distribucién lognormal el estimador de
la media retransformada parece tener una eficiencia relativa menor que
el procedimiento de méxima verosimilitud. Enlos otros casosla evidencia
empfrica no es tan fuerte.

Experimento Monte Carlo

A continuacién trataremos de validar los resultados de la Tabla 1 a
través de experimentos Monte Carlo. La Tabla 2 muestra losresultados
del comportamiento de la media retransformada en 500 simulaciones
para tamafios muestrales de 50, 100 y 200 observacionesy diferentes tipos
de distribuciones.

Tabla 2.
Comportamiento de la media retransformada en 500 SIMULAC.

A
distribuc n E(Y) ﬁw u(ﬁw) G se(l) efic
Lognorm(2,1) 50 12.185 12.440 2182 12.688 2.489 0.77
100 12.185 12.223 1.576 12.336 1.679 0.88
200 12.185 12.292 1.060 12.326 1.107 0.92

Beta(5,3) 50 0.625 0.626 0.023 0.627 0.023 0.98
100 0.625 0.625 0.0154 0.626 0.0156 0.98
200 0.625 0.626 0.012 0.627 0.012 1.00
Exponenc(1) 50 1.000 0.998 0.144 1.010 0.148 0.95
100 1.000 1.050 0.100 1.014 0.103 0.95
200 1.000 1.000 0.073 1.010 0.074 0.96

- Gamma(2,1) 50 2.000 1.989 0.193 1.999 0.194 0.99
100 2.000 1.985 0.140 1.990 0.140 1.00
200 2.000 1.991 0.097 1.994 0.097 1.00
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De estos resultados conclufmos que el estimador para la media
retransformada en el caso de la distribucién lognormal posee menos
eficiencia que el estimador de méxima verosimilitud. Este resultado esta
de acuerdo con lo obtenido en otros estudios como el de Taylor (1986), que
muestra que para valores de A iguales o cercanos a cero, el estimador de
la media retransformada es menos eficiente. Como resultado de la
consistencia de 2, a medida que n crece la eficiencia aumenta.

Sin embargo, cuando las distribuciones no son exactamente
simetrizables, el estimador de la media retransformada es un fuerte
competidor del método de méxima verosimilitud, teniendo a su favor, como
se mencion6 anteriormente, que no se ha hecho ningiin supuesto sobre la
forma explicita de la distribucién de los datos originales ni transforma-
dos.

Conclusiones

i) E1 procedimiento de la media retransformada parece ser un
competidor del método de méxima verosimilitud, almenos paralos casos
analizados, especialmente cuando la distribucién que genera los datos
no es exactamente simetrizable. En este caso, el primer estimador es muy
llamativo ya que su obtencién es facil a diferencia del segundo método que
con frecuencia emplea procedimientos no lineales.

ii) El procedimiento de la media retransformada no hace ningin
supuesto sobre la forma explicita de la f.d.p. Esta es una gran ventaja
sobre el método de méxima verosimilitud, donde el éxito enla estimacién
depende del conocimiento de la f.d.p; desafortunadamente este
conocimiento, en general, no es facil de obtener (ademés las f.d.p se
consideran como aproximaciones a los procesos que realmente generan
los datos) y muchas veces se maximiza la funcién de verosimilitud
equivocada, teniendo consecuencias graves sobre las estimaciones.
Considere, a manera de ejemplo, el siguiente caso: se simulé una
distribucién gamma de pardmetros 2, 0.5 para tamafios muestrales de
50, 100 y 200 observaciones; supongaque una persona que no sabe el origen
de los datos asume que fueron generados por una lognormal y procede a
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estimar la media. Para 500 repeticiones de cada uno de los tamafios
muestrales, los resultados de méxima verosimilitud y de la media
retransformada estén en la Tabla 3.

Tabla 3.
Méxima verosimilitud equivocada y media retransformada.

A A A A
distribuc n E(Y) H se(y,.) M se(p) efic

gamma (2,0.5) 50 1.000 1.055 0.117 1.001 0.099 1.37
100 1.000 1.053 0.084 0.998 0.073 1.30

200 1.000 1.050 0.057 0.997 0.050 1.30

Estos resultados muestran la pérdida de eficiencia del procedimiento
de méxima verosimilitud frente a estimador de la media
retransformada.

iii) Para el caso de la distribucién lognormal, cuando ladistribucién
es exactamente simetrizable, el método de méxima verosimilitud es més
eficiente, pues en este caso la verdadera transformaci6én de simetrfa es
A=0 y mientras que el método de méxima verosimilitud siempre hace uso
de ella, el procedimiento de la media retransformada usa g la cual no
siempre es cero. Este caso es itil para ilustrar el efecto de la estimacién
de A sobre la varianza del estimador de la media retransformada.
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