14

INFORMES DE INVESTIGACION
Y ENSAYOS INEDITOS

Competencias matematicas y uso de calculadora grafica
en un contexto de resolucion de problemas aplicados

Jhonattan Medina Orelldn'

José Ortiz Buitrago®
Universidad de Carabobo

Resumen

on una ensefianza de la matematica basada en el desarrollo de competencias matematicas

se podria lograr que los estudiantes aprendan a usar matematicas en diversas situaciones

reales, mas que saber simplemente el dominio formal de los conceptos matematicos. To-
mando esto como premisa, se planificd y desarrolldé un programa educativo para el aprendizaje de
la matematica, donde se integré la modelizacion matematica y la calculadora gréfica, para que los
estudiantes, en situacion de repitencia de la asignatura Introduccion a la Matematica, correspon-
diente al primer semestre de las carreras de la Facultad de Ciencias Econdmicas y Sociales de una
universidad ptblica venezolana, logren competencias matematicas vinculadas a las funciones rea-
les. Participaron 17 estudiantes voluntarios. El estudio se abordé como una investigaciéon de campo
con caracter evaluativo a través de la metodologia de evaluacion de programas. Se analizaron las
producciones de los estudiantes y se encontré que lograron resolver problemas con el apoyo de la
calculadora y adquirir tales competencias matematicas.
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Mathematical skills and the use of graphing
calculator in solving applied problems

Abstract

By teaching mathematics with a focus on the development of mathematic skills, students may learn
to use math in various real situations rather than simply mastering formal mathematical concepts.
Having this in mind, we planned and developed an educational program for the learning of math-
ematics, by integrating mathematical modeling and graphing calculators so that freshman students
repeating the Introduction to Mathematics course in the Social and Economic Sciences School at
a Venezuelan public university, would achieve mathematical skills connected to real functions. 17
volunteer students participated in this study, carried out as a field research project with an evaluative
nature through the methodology program assessment. The students’ productions were analyzed,
finding out that they were able to solve problems with the help of a calculator and to gain such

mathematical skills.

Key words: graphing calculator, mathematical modeling, real functions.

Introduccion

En la educacion universitaria se ha venido incre-
mentando el interés por las tasas de repitencia aca-
démica en cada una de las distintas asignaturas del
curriculo y se ha tomado en cuenta que su magnitud
y crecimiento constituye un riesgo de fracaso uni-
versitario. Este trabajo surge como una preocupacion
de los investigadores, al observar las dificultades que
presentan los estudiantes en el desarrollo de habili-
dades y destrezas para aplicar los conocimientos ma-
tematicos, especificamente los relacionados con las
funciones reales. Los estudiantes sujetos de estudio
cursaron por lo menos una vez, sin aprobar, la asigna-
tura Introduccion a la Matematica, la cual forma parte
del plan de estudios en el primer semestre de las carre-
ras de la Facultad de Ciencias Econdmicas y Sociales
de la Universidad de Carabobo, Campus La Morita,
Estado de Aragua, Venezuela.

Entre las dificultades mostradas por los estudiantes
resultan relevantes las siguientes: la nocion de varia-
ble, como «una letra que representa un numero» o «el
valor desconocido en una ecuacion» (Fey & Steen,
2003: 77). La nocién de crecimiento y de valores
optimos de una funcion: «algunos alumnos tienden a
definir los intervalos de crecimiento en el eje y» (Alson,
1996: 53). En el tratamiento de las representaciones,
los estudiantes y las personas en general «leen con
dificultad las curvas e interpretan deficientemente
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las graficas y las propiedades comunes que de ellas
se derivan» (Lacasta & Pascual, 1998: 12). Estas
dificultades son a posteriori barreras que impiden al
estudiante de ciencias economicas y sociales aplicar
los conocimientos de funciones reales en su presente
y futuro como profesional del area.

Para el aprendizaje de funciones reales en las cien-
cias econdmicas y sociales se debe desarrollar compe-
tencias matematicas vinculadas a:

1.El concepto de funcion: regla de formacion, va-
riables dependientes e independientes, dominio
y rango.

2.Los sistemas de representacion de funciones:
expresiones algebraicas, tablas de valores numé-
ricos y graficas.

3.El comportamiento de una funcion: crecimiento,
decrecimiento, simetria.

4.La aplicacion de funciones en el mundo real.

Para contribuir al desarrollo de las competencias
mencionadas anteriormente, se podria gestionar el
aprendizaje de las funciones reales basado en las apli-
caciones mas que en el dominio formal de los conceptos
matematicos. Se deberia procurar una ensefianza que
contemple no solo la «presentacion de los conceptos y
resultados con las correspondientes técnicas de calcu-
lo, sino también un entrenamiento de la intuiciéon y el
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desarrollo del sentido critico, que permita al alumno
descubrir propiedades y caracteristicas de los objetos
de estudio a partir del analisis de diversas situaciones»
(Garcia, Martinez & Mifiano, 1995: 20).

En este sentido, se acude a la modelizacion mate-
matica porque conduce a que los estudiantes resuel-
van problemas no escolarizados, propios de su mundo
fisico y social, lo cual coadyuvara a su apropiacion
de conceptos y propiedades matematicas y ademas a
comprender y valorar la aplicabilidad de la matema-
tica en sus actividades cotidianas y en su preparacion
profesional. Es decir, la modelizaciéon matematica es
una estrategia de ensefianza, que vincula la matematica
con el mundo real (Niss, Blum & Galbraith, 2007).

Ademas de una ensefianza basada en la modeli-
zacion matematica, también se incorpora la calcu-
ladora grafica (CG), ya que presenta la oportunidad
de construir, analizar y conjeturar propiedades ma-
temdticas en forma interactiva y ademas visualizar
situaciones referidas a los objetos matematicos estu-
diados y sus relaciones con el contexto que le sirve
de referencia a la situacion problematica, ayudando
asi a mejorar la vision y actitud del estudiante hacia
las matematicas.

La CG es un recurso didactico muy facil de llevar
al aula, comparado con la factibilidad que proporcio-
nan otros recursos tecnoldgicos al docente, como por
ejemplo el computador. Ademas, es Util para la com-
prension del tema de las funciones, porque a través
de ella, como se dijo, se puede graficar, explorar y
formular conjeturas, asi como visualizar de inmediato
las funciones reales en sus tres formas de represen-
tacion: algebraica, por grafica y por tabla de valores
numéricos, y a su vez reducir los largos calculos que
muchas veces fatigan a los estudiantes. La CG, en el
sentido motivacional, proporciona «al estudiante una
manera mas actualizada y amena de realizar su activi-
dad de aprendizaje» (Rodriguez & Flores, 2004: 137),
incluso «puede revolucionar la manera en que los

estudiantes “ven” y “sienten” la matematica» (Berry
& Francis, 2000: 4).

Incorporando al curriculo estos organizadores
y gestionando la implementacién de un programa
educativo mediante un curso-taller, se plantearon las
siguientes interrogantes de investigacion: ;Cuales
son las competencias matematicas que muestran los
estudiantes cuando usan la CG en el aprendizaje de
funciones reales? ;Cuales son los niveles de aplica-
cion en el proceso de modelizacion matematica que
muestran los estudiantes cuando resuelven problemas
de funciones reales con la CG?

Para dar respuesta a las interrogantes se disefio e
implement6 un programa para la enseflanza y aprendi-
zaje de funciones reales, que tiene como organizado-
res curriculares la modelizacion matemadtica y la CG.
Asi, los objetivos de investigacion son los siguientes:

1.Analizar las competencias matematicas mostra-
das por los estudiantes cuando estudian funciones
reales con la CG.

2.Analizar los niveles de aplicacion del proceso de
modelizacion matematica por parte de los estu-
diantes en el aprendizaje de funciones reales con
la CG.

Competencias y modelizacion matemadtica

La potencialidad de la CG y la modelizacion en
la ensefianza de las matematicas han sido un tema de
interés en las ultimas décadas. Los trabajos de Ortiz
(2002), Planchart (2001), Fey & Steen (2003), Cross
& Moscardini (1985), Blum & Niss (1991), Townend
& Pountney (1995), Rios (1995), entre otros, propo-
nen que el proceso de modelizacion matematica, en
sintesis, debe llevarse en cuatro fases abiertas ejecuta-
das como un proceso ciclico, cuyas caracteristicas se
resumen en el cuadro 1:

Cuadro 1. Descripcion de las fases del proceso de modelizaciéon matematica.
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Fase 1
Analisis

Fase 2
Traduccion

Fase 3
Resolucion

Fase 4
Devolucion

El estudiante analiza,
define patrones, visualiza,
identifica, representa,
relaciona.

El estudiante determina,
abstrae, sintetiza, gene-
raliza.

El estudiante calcula, re-
suelve, usa herramientas.

El estudiante reflexiona,
compara, interpreta,
comunica, argumenta,
constata.
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Con el proceso de modelizacion matematica se
busca adicionalmente que los estudiantes logren com-
petencias matematicas relacionadas con los conceptos
matematicos modelizados, entendiendo la competencia
matematica como «la capacidad de un individuo para
identificar y entender el papel que las matematicas
tienen en el mundo, hacer juicios fundamentados y
usar e implicarse con las matematicas en aquellos
momentos que presenten necesidades para su vida in-
dividual como ciudadano» (Rico, 2005: 2). De acuerdo
con los fines de la presente investigacion, se adopt6 el
modelo de competencias usado en el Programa Inter-
nacional de Evaluacion de Estudiantes (PISA), el cual
consta de los siguientes tipos de competencias:

* Pensar y razonar (PR). El estudiante es capaz
de plantear cuestiones propias de la matematica
y de conocer los tipos de respuestas que ofrecen
las matematicas a las cuestiones planteadas.

Argumentar (AR). El estudiante es capaz de
conocer lo que son las formas matematicas para
resolver cuestiones y seguir implicaciones logicas.

Comunicar (CO). El estudiante es capaz de
expresarse en contextos matematicos en forma
oral o escrita.

Modelar (MO). El estudiante es capaz de llevar
a cabo un proceso de modelizacion en la resolu-
cion de problemas del mundo real.

Plantear y resolver problemas (RP). El estudiante
es capaz de resolver problemas por diversas vias
y plantear problemas de diferentes tipos.

Representar (RE): El estudiante es capaz de dis-
tinguir entre diferentes tipos de representacion
de objetos matematicos y de usar la representa-
cioén mas ajustada a la situacion planteada.

Utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico
v las operaciones (LS). El estudiante es capaz
de hacer uso del lenguaje simbolico y formal,
ademas de manejar enunciados y comprender
formulas y calculos.

Usar herramientas y recursos (HE). El estudiante
es capaz de utilizar herramientas en diferentes
situaciones problematicas que le planteen.

Metodologia
El disefio de investigacion esta basado en la meto-

dologia de evaluacion de programas. Se asume que la
investigacion es de campo con caracter evaluativo. La
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recogida de informacion se llevd a cabo mediante la
implementacion de un curso-taller con 17 estudiantes
voluntarios y en situacion de repitencia de la asigna-
tura Introduccion a la Matematica.

Los objetivos especificos del programa implemen-
tado fueron los siguientes:

1. Aportar elementos basicos para el manejo de la
calculadora grafica (CG).

2.Estudiar en forma general el dominio y el rango
de una funcion real de variable real.

3.Estudiar propiedades de la funcion lineal con
calculadora grafica.

4.Estudiar propiedades de la funcion cuadratica
con calculadora grafica.

5.Modelizar, a través de la funcion lineal y la cua-
dratica, situaciones relacionadas con administra-
cion, contaduria y economia.

El curso-taller se estructurd en seis sesiones y tuvo
una duracion de dieciocho horas —a razén de tres ho-
ras por cada sesion de trabajo—. En el grafico 1 se
visualiza el contenido abordado en la implementacion
del programa.

En general, los contenidos del programa fueron los
siguientes:

1.En relacion con las funciones reales. Defini-
cion de funcion. Variables dependiente, inde-
pendiente. Representacion a través de tablas,
sistema de coordenadas cartesianas y en forma
algebraica. Dominio y rango de funciones en
general: funcidn lineal, cuadratica, logaritmo,
exponencial, por parte o a trozos, valor abso-
luto, seno, coseno. Funcion lineal, ecuacion
de la recta, pendiente de la recta, paralelismo,
perpendicularidad. Estudio de la funciéon cua-
dratica: crecimiento, decrecimiento, simetria,
maximos y minimos.

2.En relacion con la calculadora grafica. Se utili-
76 la CG Voyage 200 de Texas Instruments. Se
dio introduccién al manejo de la calculadora gra-
fica. Encendido y apagado. Division de pantallas.
Ajuste de las escalas en los ejes cartesianos. Uso
del escritorio APPS. Resolucion de ecuaciones, fac-
torizacion, sumas algebraicas, obtencion de la
expresion decimal de un niimero racional. Uso
de los comandos para introducir una funcion,
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graficar una funcion, obtener una tabla de valo-
res de la funcion. Ejercicios y problemas con el
apoyo de la calculadora grafica.

3.En relacion con la modelizacion matematica.
Resolucion de problemas vinculados a las cien-
cias econdmicas y sociales.

La secuencia de las actividades llevadas a cabo
durante cada una de las seis sesiones de trabajo del
curso-taller fue la siguiente:

1.Entrega de materiales y comentarios acerca de
los propositos de la sesion.

2.Mencién y explicacion de los conceptos para
estudiar.

3.Desarrollo de las actividades propuestas en las
hojas de trabajo.

4.Reflexion grupal acerca de las experiencias en-
contradas durante el desarrollo de las actividades.

5.Cierre de la sesion.

Definiciénde funcién. Elemen-
tos de una funcion, tales como:
variable independiente y depen-
diente, imagenes, preimagenes,
dominio yrango. Formas de re-
presentacion de una funcién:
verbal, analitica, por tabla de va-
lores y por grafica. Tipos de fun-
ciones: lineal o afin, cuadratica,
racional, logaritmica, exponen-
cial, atrozos, valor absoluto, tri-
gonométricas. Estudiode las
principales propiedades de la
funcién lineal y cuadrética.

Funciones
reales

Uso de la calculadoragrafica
pararepresentar funciones
graficamente, obtener tablas de
valores, resolver ecuacionesy
hacer calculos.

Problemasde aplicacion que involucren
el concepto de funcién, las dependencias
entre variables, la funcién lineal y 1a fun-
cion cuadratica. Ademds, problemas de
aplicacién donde sea necesario obtener
sistemas de representacion de funciones a
partir de otro sistema de representacion.

Exploracionde represen-
taciones graficasytablas
numéricas del mundo real
para abordar el concepto
de funcién y conceptos
como dominio y rango.

Dibujo a mano alzada para
hacer representaciones
graficas.

Las actividades para el logro de los objetivos del
programa se disefiaron tomando en cuenta los propo-
sitos de cada actividad y las discusiones, sugerencias
y comentarios surgidos en el grupo de investigacion.

A efecto de recoger los datos, se utilizaron los ins-
trumentos siguientes: hoja de notas diarias, guion de
observacion participante y cuaderno de notas. Todos
fueron elaborados en discusiones colectivas del grupo
de investigacion y posteriormente validados por otros
expertos. En particular, el cuaderno de notas permitio
recoger informacion amplia acerca del conocimiento
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Figura 1. Contenido matematico para ensefiar.

matematico puesto en practica por los estudiantes,
los procedimientos para resolver determinadas activi-
dades, las dificultades que pudieron presentarse, los
errores cometidos, la evolucion del estudiante durante
cada sesion de trabajo y hasta las posibles sugerencias
de los estudiantes para las mejoras del programa.

El analisis de los datos se hizo a partir de las pro-
ducciones de los participantes, tanto las pantallas rea-
lizadas en las calculadoras —se guardaron en archivos
de computadora— como lo realizado en cada cuader-
no de notas y los videos de cada sesion.
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Resultados

Para el analisis de datos se tomaron en cuenta las
producciones de los 17 estudiantes participantes del
curso-taller al resolver veintiuna actividades en las
seis sesiones de trabajo.

Los estudiantes manejaron nueve tipos de funciones
diferentes con la CG: funcion afin, cuadratica, racio-
nal, radical, exponencial, logaritmica, valor absoluto,
a trozos y trigonométricas. Ademas se usaron las
diversas formas de representacion de funciones: por
tabla de valores, analitica y grafica, asi como también
el transito de una representacion a otra. Y se plantea-
ron actividades de modelizaciéon en el campo de las
ciencias econdmicas y sociales con funciones lineales
y cuadraticas.

Los niveles de logro previstos para cada uno de los
indicadores asociados a las competencias adquiridas
por los estudiantes son los siguientes:

* Mucho (M). Se alcanza este nivel cuando el
estudiante muestre argumentos matematicos o
verbales solidos en el momento de emitir una
respuesta o de abordar una actividad.

* Poco (P). Se alcanza este nivel cuando el estu-
diante muestre argumentos matematicos o ver-
bales mas o menos aceptables en el momento de
emitir una respuesta o de abordar una actividad.

Uni-pluri/versidad

* Nada (N). Se alcanza este nivel cuando el es-
tudiante no resuelva la actividad o muestre ar-
gumentos matematicos o verbales fuera de con-
texto.

Competencias en funciones reales

En este apartado se mostrara el andlisis de algunas
producciones que reflejan la estrategia de analisis se-
guida en la investigacion.

La actividad numero 10 se enunciaba de la si-
guiente forma:

Costos por alquiler de automoviles. El costo
mensual por el alquiler de un automovil depende
de la cantidad de kilometros recorridos. Luisa ob-
serva que en mayo el costo de manejo fue de 380
BF (bolivares fuertes) por 768 kilémetros y que en
junio el costo fue de 460 BF por 1.280 kilémetros.
Suponga que hay una relacion lineal entre el costo
mensual y por manejar un automovil y la distancia
recorrida X .

1.Encuentre la funcion lineal entre X e y .
2.;Cuanto sale manejar 2.400 kiloémetros al mes?

3..Qué representa la ordenada en el origen de la
grafica? Obtenga la grafica y realice el siguiente
ajuste:

I OON

xm1n='3000.
XmMmax=3000.
xXscl=200.
gm1n—'1000.
ymax=1000.
yscl=200.
Xres

MAIN EAD AUTO

FUNC
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4.;Por qué una funcion lineal es un modelo
apropiado para esta situacion?

Esta actividad fue abordada por los estudiantes en
la sesion 4. Se buscaba que fueran capaces de encon-
trar variables dependientes e independientes, de deter-
minar la ecuacion de la recta que modelaba la situacion
planteada, de graficar la funcion y de hacer ajuste de

las escalas, para asi vincular un concepto matemati-
co con problemas del mundo real. El siguiente cuadro
muestra una descripcion de los indicadores asociados
con cada una de las competencias desarrolladas por
los estudiantes en esta actividad:

Los resultados en términos de las competencias
perseguidas se muestran en el cuadro 3:

Cuadro 2. Competencias alcanzadas por los estudiantes en la actividad namero 10.

Competencia

Indicador

Descripcion

Pensar Y razonar

Reconoce la variable dependiente e indepen-
diente en una expresion.

El estudiante es capaz de sefialar en una
expresion cual es la variable dependiente e
independiente.

Determina la ecuacion general de una recta a
partir de otros elementos conocidos.

El estudiante es capaz de encontrar la ecua-
cion de una recta por los métodos algebraicos
conocidos.

Argumenta cuando un punto pertenece a la
grafica de una funcion.

El estudiante es capaz de interpretar en forma
matematica o verbal cuando un punto de una

Argumentar grafica satisface la relacion de dependencia
entre dos variables.
Representa una funcién mediante su expre- El estudiante muestra capacidades en deter-
sion analitica, verbal, por tablas numéricas o minados momentos para construir graficas en
graficas. el plano cartesiano, construir tablas o usar la
expresion analitica.
Representar

Representa variables dependientes e indepen-
dientes en la construccion de una grafica.

El estudiante es capaz de ver una relacion de
dependencia entre dos variables y representar-
las graficamente.

Cuadro 3. Nivel de logro de los estudiantes en la actividad niumero 10.

Nimero de

Competencia Indicador estudiantes

M P N

Reconoce la variable dependiente e independiente en una expresion. 15 02

Pensar y razonar Determina la ecuacion general de una recta a partir de otros elementos 14 01 02
conocidos.

Argumentar Argumenta cuando un punto pertenece a la grafica de una funcion. 11 04 [ 02
Representa una funcion mediante su expresion analitica, verbal, por ta- 15 0
blas numéricas o graficas.

Representar
Representa variables dependientes e independientes en la construccion 13 02 02
de una grafica.
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Estos resultados permiten ver que, entre 17 estu-
diantes del taller, solo 15 abordaron la actividad.
Se destaca que 14 de ellos (93.3%) lograron el fin
primordial de la actividad, que era determinar la
ecuacion de la recta vista como modelo matema-
tico. Ciertos estudiantes (26.6%) no lograron to-
talmente argumentar sobre lo que significa que un

> GO

S gy

% 5

Como puede verse, el estudiante distingue correctamente la
ubicacion de la ordenada al origen —sin embargo, la grafica
representa solo la funcion lineal, sin expresar el contexto de

aplicacion al problema—; también representa o asocia los ejes
cartesianos con las variables dependientes e independientes
inmersas en el problema.

A su vez expone:

3) %f ’.AZ’L&, e
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punto pertenezca a dicho modelo matematico. Este
problema tenia la particularidad de que el dominio
de la funcion eran todos los reales, pero tomando
en cuenta el contexto de la funcion, el dominio de
la funcion solo admite valores mayores que cero.
En este sentido, el estudiante 17 (E17) mostré la
grafica siguiente:

Caso contrario al anterior es el estudiante 5 (ES), que mostro
la grafica correcta adaptada a la situacion. Sin embargo, no
asocia los ejes cartesianos con las variables dependiente e
independiente.

T "(2;'

M/’Itz‘&~fw 4\5‘4%, Lo

/(.[ /;?
ﬁwmf

= I

Por lo que se evidencia un dominio adecuado por
parte del estudiante con respecto a la inclusion de la
funcion lineal en este tipo de problemas.
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El estudiante 14 (E14) resolvié de forma correc-
ta el problema, destacandose la manera adecuada de
abordar dicha actividad:
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Organiza los datos:

Ld L HICHIZA0ra Granea en 1a Ensefianza

P

Hace uso de la CG:

Resuelve:
P pu =t [ - Ry}
N - 280 = _E5 (x- 268
31
Y o= 120 +380.

25 (e =]

g2e=l= + 1|

Y23=x -3 |x =3

wig2d =532 - = + 20
b

HMald EAD EXACT

Por otra parte, en la pregunta: ;Por qué una fun-
cion lineal es un modelo apropiado para esta situa-
cion?, hay que destacar la respuesta de la estudiante 1
(E1) —entre otros estudiantes que respondieron acer-

4Q) Vorgre o wayer cokidool
W\,VMMCJ M w20 dlp a»i()wx»ow g,,

A g0z

tadamente, vinculando este problema con dos aspec-
tos muy significativos: lo econdmico y lo matematico;
la vinculacion entre los conceptos creciente y decre-
ciente con ganancias y pérdidas, respectivamente—:

o T Tt s —evavmive swesIE3 UE Y BITADIC IXEAL,

AT

Qo ok e ot \a Wl J\»W\\wa 9/0,.-04\0.& 0. wadedh.
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Para finalizar este analisis sobre las competencias
en funciones reales, se muestran a continuacion los
logros cognitivos alcanzados por los estudiantes en re-
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lacion con las funciones reales y con las competencias
planteadas por Rico (2005), que se constataron y se
observaron en general:
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Cuadro 4. Capacidades logradas por los estudiantes durante
la ejecucion de las actividades del curso-taller.

Competencias Capacidades

Determinan qué es y no es una funcion.

Reconocen la variable dependiente e independiente en una expresion.

Analizan graficamente el dominio y el rango de una funcion.

Determinan el dominio de una funcion.

Determinan el rango de una funcion.

Encuentran puntos de corte de la grafica de una funcion con los ejes cartesianos.

Pensar y razonar Encuentran intervalos de crecimiento de una funcion.

Encuentran intervalos de decrecimiento de una funcion

Determinan la ecuacion general de una recta a partir de otros elementos conocidos.

Determinan puntos de interseccion entre graficas de funciones.

Encuentran el minimo o el maximo en determinadas funciones.

Reconocen las graficas seglin su expresion analitica.

Reconocen cuando dos rectas son paralelas.

Explican por qué es o no es una funcion.

Argumentan cuando un valor forma parte o no del dominio de una funcién.

Argumentan cuando un valor forma parte o no del rango de una funcion.

Argumentar -
Argumentan cuando un punto pertenece a la grafica de una funcion.

Argumentan cuando una grafica corta a los ejes de coordenadas rectangulares.

Justifican sus hallazgos.

Representan variables dependientes e independientes en la construccion de una grafica.

Trazan verticales y horizontales para la determinacion del dominio y el rango, respectivamente.

Representar - - - - -
Representan una funcién mediante su expresion analitica, verbal, por tablas numéricas o graficas.

Hacen la vinculacion entre sistemas de representacion de funciones.

Interpretan el comportamiento de ciertas graficas y lo discuten con sus compaiieros.

Muestran sus resultados al grupo mediante la CG.

Comunicar - -
Expresan a otros sus razonamientos en la solucion de un problema.

Utilizan los sistemas de representacion grafica para hacerse entender con los otros.

Trasladan un problema de funciones en el mundo real al contexto matematico.

Aplican el concepto de funcion para determinar si una relacién de dependencia entre cuestiones

Modelar del mundo real representa una funcion.

Usan la funcidn lineal y la funcion cuadratica para resolver problemas del mundo real.

Plantear y resolver

0 (T Resuelven problemas relacionados con la aplicacion de las funciones en el mundo real.

Manejan un lenguaje natural y un lenguaje técnico.

Utilizar lenguaje simbdlico,

] Manejan enunciados de funciones donde se incorpora un lenguaje técnico.
formal y técnico

Hacen calculos, resuelven ecuaciones y usan variables en el estudio de funciones.

Usar herramientas Usan la CG en el estudio de funciones.

y recursos Manejan diversos sistemas de representacion de funciones.
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Niveles de aplicacion del proceso
de modelizaciéon matematica

Tomando en cuenta los esquemas del proceso de
modelizacion matemadtica presentados por autores
como Blum & Niss (1991), Rios (1995), Townend &
Pountney (1995) y Niss, Blum & Galbraith (2007),
en el presente trabajo se consideran los siguientes
niveles de aplicacion del proceso de modelizacion
matematica:

* Nivel I: Analisis. El estudiante es capaz de ana-
lizar el problema, definir patrones de compor-
tamiento y visualizar la relacion hipotesis-tesis.
Es decir, podria realizar las siguientes activida-
des: analizar los elementos involucrados en el
problema, definir patrones de comportamiento,
visualizar las hipotesis planteadas, identificar
conceptos inherentes al problema, representar
el problema en forma diferente y relacionar el
problema con problemas ya conocidos resueltos
anteriormente.

* Nivel II: Traduccion. El estudiante es capaz de
determinar el modelo matematico que se ajusta a
la situacion planteada y relacionarlo con el con-
texto matematico y no matematico. Por lo gene-
ral, se logra hallar la funcion real que modela el
problema planteado.

* Nivel III: Resolucion. El estudiante en el ambi-
to matematico es capaz de utilizar los conceptos
matematicos relacionados con funciones reales
y resuelve el problema en forma matematica. Es
decir, utiliza la funcioén lineal en la resolucion de
cuestiones del contexto, modela el equilibrio entre
las funciones demanda y oferta, haciendo uso de
la interseccion de graficas de funciones, utiliza la
funcién cuadratica en la resolucion de cuestiones
del contexto, integra la calculadora gréfica en la
resolucion de problemas contextualizados, utiliza

diferentes representaciones, ademas del lenguaje
simbolico, formal y técnico y sus operaciones,
ajusta el modelo matematico y combina e integra
con otros modelos.

* Nivel IV: Devolucion. El estudiante es capaz
de interpretar hallazgos matematicos desde el
ambito del problema, asi como comprobar la
veracidad de los resultados. Es decir, reflexiona
sobre los argumentos matematicos usados para
interpretar las soluciones encontradas en la reso-
lucion del problema y constata que efectivamente
la solucion encontrada es confiable.

A continuacion se detalla el analisis realizado a una
de las actividades resueltas por los estudiantes, la cual
también fue abordada por Medina, Ortiz & Mendible
(2012), pero solamente desde la perspectiva de la mo-
delacién matematica. En este articulo se analiza esta
actividad y se muestra el numero de estudiantes que se
encuentran en un determinado nivel de aplicacion del
proceso de modelizacion matematica y su dominio
del nivel entre mucho (M), poco (P) y nada (N).

Problema: La Fosforera Maracay

Enunciado: La Fosforera Maracay C.A. vende sus
paquetes de fosforos a 2 BF (bolivares fuertes) cada
paquete. Six (en miles) es el nimero de paquetes pro-
ducidos por semana, entonces el administrador sabe
—segun el mercado— que los costos de produccion
estan dados en BF por: y =1.000+1.300x +100x".
Determine el nivel de produccion en que la compafiia
no obtiene ni utilidades ni pérdidas. ;Hasta cuantas
cajas semanales puede producir de manera que se
obtenga siempre ganancias? Explique.

Discusion: En el siguiente cuadro se muestran los
contenidos abordados, el contexto de ubicacion del
problema y las competencias logradas en relacion con
este problema.

Cuadro 5. Descripcion del problema La Fosforera Maracay C.A.

Problema Contenido Contexto Competencia
* Funcioén lineal y cuadratica * Pensar y razonar
* Proporcionalidad * Argumentar
* Crecimiento y decrecimiento . L » Comunicar
La Fosforera y dear j Administracion
* Costos de produccion y punto de , * Modelar
Maracay C.A. ey y economia C .
equilibrio * Lenguaje simbolico y las operaciones
* Herramientas y recursos
* Resolver problemas

24

Uni-pluri/versidad, Vol. 13, N.° 3, 2013



Al resolverlo, los estudiantes necesitaron determi-
nar la funcion ingresos f(x)=2.000x, para luego,
con la funcién costos g(x) =1.000+1.300x+100x"
, buscar la interseccion entre ambas y asi encontrar el
nivel de produccion de paquetes de fosforos donde no
se producen ni ganancias ni pérdidas, es decir, el punto
de equilibrio. Para hallar este punto, plantearon en la
CG la ecuacion 1.000 +1.300x +100x> = 2.000x
y encontraron dichos puntos de interseccién en la so-
lucion de esta ecuacion. Otros se limitaron a usar la
tabla de valores y comparar ambas funciones hasta
encontrar el punto de interseccion. Ningun estudiante
us6 la opcion de la gréafica para encontrar la intersec-
cion, ya que para este problema la representacion gra-
fica presentaba un obstaculo en el momento de encon-
trar la interseccion entre ambas graficas —aunque ya
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Figura 2. Uso de la representacion de la situacion
problematica.

En esta grafica se evidencia que las representa-
ciones visuales tienen, por un lado, tareas de comu-
nicacidn, pero, por otro, otras tareas significativas,
como la de favorecer la formacion de las repre-
sentaciones internas, principalmente las imagenes
mentales y conceptuales del objeto matematico
(Planchart, 2001). En concordancia con este au-
tor, el estudiante basa sus respuestas y argumentos
en la representacion visual y hace una vinculacioén
conceptual del modelo matematico analitico de los
ingresos ( f(x)=2.000x) con el grafico (la recta);
asimismo, relaciona los costos, la funcidén cuadra-
tica y la parabola. Puso en evidencia entonces ca-
pacidades para usar la CG, razonar y entender un
problema, usar escalas en los ejes de coordenadas,
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habian usado la interseccion de graficas en anteriores
actividades del taller—, de ahi la importancia que tie-
ne manejar los diferentes sistemas de representacion
de funciones. Se muestra a continuacién la solucion
que dejo por escrito el estudiante E9 y la imagen de la
CG donde desarrolld en forma analitica la resolucion
del problema, apoyandose en la situacion grafica con
lapiz y papel, y se destaca que uséd correctamente las
escalas en los ejes de coordenadas cartesianas e inter-
pretd y argument6 con la visualizacion grafica para
sefalar la ubicacion de los puntos de equilibrio, ade-
mas de sefialar cudl es el modelo matematico asociado
a los costos y al ingreso por ventas. Uso, pues, esta
grafica como esquema mental a la situacion problema-
tica: en la auténtica grafica, el vértice de la parabola es

(-3 /2, -3.225).
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Figura 3. Solucion del modelo grafico
y analitico matematico con la CG.

comunicar, aplicar representaciones graficas y ar-
gumentar sus hallazgos.

Este mismo problema fue resuelto por el estudiante
E1, como se puede observar en la figura 4.

Se observa, en comparacion con el estudiante an-
terior, que el E1 es mas expresivo, evidenciando que
ha logrado un nivel considerable para la competencia
de comunicar y argumentar sus hallazgos, aun cuando
interpretd erradamente que «se deben producir 3.000
0 4.000 cajas para obtener ganancias», pues la reali-
dad es que para obtener ganancias se deben producir
entre 2.001 cajas y 4.999 cajas. Asimismo, se eviden-
cia que fue capaz de llevar a cabo un proceso de mo-
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delizacion matematica, pasando por sus distintas fases
e interrelacionandolas entre si, a pesar de que en su
escrito no se evidencia que haya seguido las fases de
acuerdo a como las razona o las aplica. Por otra parte,
al igual que el estudiante anterior y otros estudiantes,
el E1 encontro la interseccion entre las funciones de
manera analitica con la CG, lo que prueba la preferen-
cia del grupo en general para usar la representacion
analitica de la funcién en este problema. Por ultimo,

el E1 mostr6 capacidades para determinar la variable
dependiente e independiente, usar la proporcionalidad
“x en miles”, encontrar el modelo matematico, asociar
graficamente los modelos costos e ingresos, manejar
entre sistemas de representacion de funciones y argu-
mentar sus respuestas.

Los resultados de esta actividad en términos de
todos los participantes se presentan en el cuadro 6.
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Figura 4. Proceso de modelizacion de un estudiante en la resolucion del problema La Fosforera Maracay C.A.

Cuadro 6. Logros del proceso de modelizacion matematica para el problema la Fosforera Maracay A.C.

Numero
Niveles Indicador de estudiantes
M P N
Analiza los elementos de un determinado problema contextualizado. 12 05
Nivel I Define patrones de comportamiento. 12 05
Visualiza las hipotesis planteadas. 12 05
Nivel II Lleva un problema de un contexto no matematico al contexto matematico y viceversa. 11 01 05
Integra la calculadora grafica en la resolucion de problemas contextualizados. 12 05
Utiliza la funcién lineal en la resolucion de cuestiones del contexto. 12 05
Nivel IIT .. . . . .
e Utiliza la funcion cuadratica en la resolucion de cuestiones del contexto. 12 05
Modela el equilibrio entre las funciones demanda y oferta, haciendo uso de la inter-
. . . 11 01 05
seccion de graficas de funciones.
Interpreta las soluciones encontradas en la resolucion de problemas contextualizados. 07 05 05
Nivel IV
Constata que efectivamente la solucion encontrada es confiable. 17
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Conclusiones

A continuacion se presentan los aportes de la in-
vestigacion:

1. Se analizaron las competencias logradas por
los 17 estudiantes participantes en la investigacion
cuando estudiaron funciones reales con la calculadora
grafica (CG) en correspondencia con lo propuesto por
Rico (2005). En general, sobre el aprendizaje de fun-
ciones reales, se destaca que:

a. Los estudiantes lograron distinguir si una rela-
cion era o no una funcion, cuando fue mostrada
mediante una tabla de valores, por pares ordenados
y en contextos del mundo real.

b. Los estudiantes mostraron capacidades para ha-
llar el dominio y el rango de funciones a través
de la grafica.

c. Fueron capaces de interpretar graficas para ha-
llar el dominio y el rango.

d. Reconocieron el nombre del tipo de funciéon y
fueron capaces de completar tablas de valores.

e. Analizaron tendencias de valores en las tablas
numéricas para responder a situaciones plantea-
das en determinados momentos.

f. Encontraron puntos de interseccion con los ejes
de coordenadas cartesianas y entre graficas de
funciones lineales o cuadraticas.

g. Usaron los sistemas de representacion de fun-
ciones para estudiar situaciones que ayudaran a
comprender algunos principios de graficacion.

h. Determinaron puntos minimos 0 maximos para
funciones cuadraticas.

2. Se caracterizé el conjunto de competencias y
habilidades que desarrollaron los 17 estudiantes en
cada una de las fases del proceso de modelizacion ma-
tematica, a saber:

» Fase de andlisis. Los estudiantes fueron capa-
ces de construir graficas y tablas numéricas para
visualizar hipdtesis, interpretar datos de la rea-
lidad y usarlos en forma matematica, identificar
variables dependientes e independientes, asociar
las funciones lineales y cuadraticas con mode-
los matematicos validos para la resolucion de un
problema, establecer relaciones entre crecimiento
y decrecimiento de funciones con los aspectos
econdémicos de ganancias y pérdidas.
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 Fase de traduccion. Los estudiantes mostraron
que son capaces de hacer uso del lenguaje for-
mal y natural para encontrar funciones reales y
aplicarlas como modelos matematicos, ademas
de desenvolverse entre lo intramatematico y ex-
tramatematico presente en un problema de fun-
ciones reales con mucha facilidad.

» Fase de resolucion. Los estudiantes utilizaron
la funcion lineal en la resolucion de cuestiones
del contexto, modelaron el equilibrio entre las
funciones demanda y oferta, haciendo uso de la
interseccion de graficas de funciones, utilizaron
la funcion cuadratica en la resolucion de cuestio-
nes del contexto, ademas de las tablas de valores
y graficas en la CG para resolver funciones rea-
les en un contexto de economia.

 Fase de devolucion. Los estudiantes fueron ca-
paces de pensar, desarrollar y concluir razonable
y justificadamente un problema del contexto de
las ciencias econdémicas y sociales usando fun-
ciones reales y los sistemas de representacion de
funciones, ademas de constatar ciertos hallazgos
en el mismo contexto.

En este trabajo, con la incorporacion de la mode-
lizaciéon matemadtica y la calculadora grafica para el
aprendizaje de funciones, se han obtenido algunos ha-
llazgos que se relacionan con otras investigaciones,
como la de Serpico (2006), quien encontrd que «los
estudiantes demostraron habilidades para escoger los
valores de interés de acuerdo con la tendencia que se
esté trabajando» y «fueron capaces de manejar los
diversos sistemas de representacion de funcionesy,
ademas «extraen informacion importante de la repre-
sentacion grafica» (2006: 245-246); esto fue mostrado
también por la mayoria de los participantes. Por su
parte, Azcarate & Deulofeu (1996) encontraron que
los estudiantes cometen «errores en la graduacion de
los ejes» y tienen una «concepcion discreta de los
puntos de una recta o de un segmento» (1996: 78)
—tal como se presentd en algunos participantes para
estudiar el concepto de funcion—. Ademas, un error
que se presentd muy poco, pero visto en otras investi-
gaciones, es que «los alumnos tienden a dar un punto
como respuesta a cuestiones referidas a intervalos»
(1996: 79). En cuanto a Lacasta & Pascual (1998),
encontraron que «muchos alumnos no eran capaces
de dar un significado a las caracteristicas globales de
las graficas tomadas de la vida real» (1998: 84). Sin
embargo, los participantes no presentaron mayores di-
ficultades para interpretar estas graficas, pero si para
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escribir en determinados problemas de manera formal
la respectiva argumentacion y constatar resultados. Se
coincide con Planchart (2001): «algunos estudiantes
trasladaron los valores a dos conjuntos (diagrama de
Venn) e hicieron corresponder un elemento de un con-
junto al otro como lo establecia la tablay (2001: 161),
para luego sefalar si la relacion era funcion. Ademas,
«se puede considerar que los estudiantes coordinaron
sistemas de representacion en la estructura de las acti-
vidades de modelacion planteadas» (2001: 164).

Finalmente, en cuanto a los estudiantes en situa-
cién de repitencia, se abre un camino a explorar, el
cual esta orientado a la posibilidad de mejorar su situa-
cion cognitiva, sus actitudes y aptitudes con respecto
al aprendizaje de la matematica y, por consiguiente, el
rendimiento académico, incorporando nuevos organi-
zadores del curriculo en la planificacion y gestionando
programas educativos especificos junto con una ade-
cuada implementacion en el aula.
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