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Resumen

n el presente articulo se muestran algunos resultados parciales de una investigacion llevada

a cabo con estudiantes de décimo grado de una institucion educativa publica de Bucara-

manga, Santander, que tiene por objetivo caracterizar los niveles de razonamiento de Van
Hiele especificos a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el tema de las razones
trigonométricas. Partimos de la utilizacién de una unidad de ensefianza de las razones trigonométri-
cas en un sistema de geometria dindmica (SGD) y del modelo de Van Hiele, que nos ha permitido
analizar la evolucion del razonamiento de los estudiantes. En una primera etapa de la investigacion
elaboramos una caracterizacion a priori de los procesos enmarcados en cada uno de los niveles de
Van Hiele y disefiamos la unidad de ensefianza de las razones trigonométricas. Mostramos los des-
criptores para la primera actividad junto con algunos ejemplos de las actuaciones de los estudiantes
frente a las tareas planteadas.
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Descriptors of the processes of description, definition, and demonstration for van
Hiele levels when studying trigonometric ratios

Abstract

This article presents some partial results of a research project conducted on 10th grade students
from a school in Bucaramanga, Santander, in order to characterize Van Hiele reasoning levels that
are specific to the processes of description, definition, and demonstration of trigonometric ratios.
We first use a teaching unit of trigonometric ratios in a Dynamic Geometry System (DGS) and the
Van Hiele model, which allowed us to analyze the evolution of students’ reasoning. During the first
stage of our study, we made an a priori characterization of the processes on each Van Hiele level,
and we designed the teaching unit of trigonometric ratios. We show the descriptors for the first ac-
tivity along with some examples of the students’ actions before the proposed tasks.

Key words: Description, definition, demonstration, Van Hiele model, trigonometric ratios.

Introduccion

Diversos estudios han contribuido al analisis de las
dificultades en el campo de la trigonometria, pero no
han sido tenidas en cuenta, tampoco se han seguido
las sugerencias de los planes curriculares nacionales
e internacionales. Por ejemplo, realizando una revi-
sion de esta tema en los documentos orientadores del
curriculo, se observa que en los lineamientos curricu-
lares de matematicas de Colombia (MEN, 1998) no
se especifica el estudio de la trigonometria, aunque
podria considerarse incluido en los conocimientos
basicos correspondientes al pensamiento espacial y
los sistemas geométricos y en el pensamiento varia-
cional y los sistemas algebraicos y analiticos. En los
estandares basicos de competencias en matematicas
(MEN, 2006) se referencia las siguientes competen-
cias: «Describo y modelo fenémenos periddicos del
mundo real usando relaciones y funciones trigonomé-
tricas, modelo situaciones de variacion periddica con
funciones trigonométricas ¢ interpreto y utilizo sus
derivadasy, pero no se dan orientaciones para el logro
de las mismas. De igual manera, en los Principios y
estandares para la educacion matemdtica (NCTM,
2003), para las etapas 9-12 solamente se menciona
que «todos los estudiantes deberian usar las relaciones
trigonométricas para determinar longitudes y medidas
angulares» y se da un ejemplo en el estandar de geo-
metria que requiere del conocimiento de las razones
trigonomeétricas para resolverlo, pero no se dice como
ensefiar la trigonometria, es decir, no se profundiza en
el tema ni se dan propuestas concretas para abordar
el problema. Esta situacion, unida a la necesidad de
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promover el desarrollo de procesos de razonamiento
matematico y de abordar los temas relacionados con
la trigonometria, nos lleva a plantear este trabajo,
que puede ofrecer a los docentes de bachillerato y de
universidad herramientas que les permitan a sus estu-
diantes la comprension de conceptos trigonométricos
y el desarrollo de procesos matematicos como la des-
cripcion, definicién y demostracion, por medio de los
cuales puedan avanzar en sus niveles de razonamiento
matematico.

Para contribuir al aprendizaje de la trigonometria y
al desarrollo de procesos matematicos de los estudiantes,
planteamos una unidad de ensefianza con un enfoque
geométrico apoyado en el modelo de Van Hiele y nos
formulamos la siguiente pregunta de investigacion:
(Cuales son los descriptores que caracterizan los pro-
cesos de descripcion, definicién y demostracion en
cada uno de los niveles de razonamiento de Van Hiele
de los estudiantes cuando se estudian las razones
trigonométricas?

Para dar la respuesta a la pregunta nos trazamos
como objetivo general caracterizar los niveles de
razonamiento de Van Hiele especificos a los procesos
de descripcion, definicion y demostracion en el tema
de las razones trigonométricas. Alcanzar este objetivo
nos lleva a establecer un marco conceptual basado en
el estudio de los procesos matematicos, el modelo de
Van Hiele y el componente matematico de las razones
trigonométricas, de modo que primero establezcamos
qué se entiende por cada proceso para luego integrar-
los en cada uno de los niveles de Van Hiele. De esta
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forma, la importancia del trabajo radica en como lo
expresa de la Torre (2003): al conocer los descriptores
de los niveles, el docente puede mejorar sus practicas
y asimismo puede ayudar a que todos los estudiantes
aprendan lo que tienen que aprender, pero con un alto
nivel de calidad, pues contar con unos descriptores
claros, precisos, permite saber como deben ayudarles
a avanzar en su nivel de razonamiento.

Una vez elaborada la caracterizacion inicial, basada
en investigaciones previas (Fiallo, 2010), se registra
coémo se organizan las observaciones que se hacen al
aplicar las actividades planeadas, las cuales cuentan
con archivos dindmicos que les permiten visualizar,
explorar y analizar las relaciones y propiedades tri-
gonomeétricas. Dichas observaciones son relativas a
las actuaciones de los estudiantes cuando interactuan
con el software, con sus compaieros de clase y con el
docente. Asi, el trabajo que describimos puede ayu-
darnos a construir los descriptores de los procesos de
descripcion, definicion y demostracion en cada uno de
los niveles de Van Hiele relativos al aprendizaje de las
razones trigonométricas, a partir de la resolucion de
las actividades disefiadas en la unidad de ensefianza
planteada en un SGD.

Marco conceptual

El propdsito de este apartado es establecer las bases
tedricas que sustentan la investigacion, las cuales se
fundan en los procesos matematicos de descripcion,
definicion y demostracion, que se desarrollaran a partir
de las actividades planteadas, y en el modelo de Van
Hiele, como organizador de la ensefianza, fundamen-
tal en la elaboracion de los descriptores y los contenidos
matematicos de las razones trigonométricas que cons-
tituyen nuestro objeto de estudio.

Procesos matematicos

En la actividad matematica desarrollada en el aula
de clase intervienen procesos que se articulan en la
medida en que los estudiantes interactuan con las di-
versas situaciones planteadas. Los procesos se entien-
den como unas actividades cognitivas relacionadas
con la comprension y el uso de los conocimientos. En
tanto estudiante desarrolla las habilidades necesarias
para desarrollar procesos, avanza en la consecucion
de sus conocimientos y competencias matematicas. A
continuacion hacemos una breve descripcion de los
tres procesos que nos proponemos estudiar en esta
investigacion.
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Proceso de descripcion

«La palabra describir en todos los niveles de razo-
namiento de Van Hiele puede asociarse a listas de pro-
piedades o caracteristicas de los conceptos» (Guillén,
2004: 118). En el primer nivel de razonamiento, un
estudiante incluye propiedades visuales o funcionales
al describir; no quiere decir que no pueda sefialar pro-
piedades matematicas, sino que cuando las usa son a
menudo incorrectas, poco precisas o inadecuadas. En
el segundo nivel, empieza a reconocer la presencia de
las propiedades matematicas de los objetos. En su tra-
bajo, Guillén considera que el segundo nivel es propio
de la descripcion en el sentido matematico.

El proceso de reconocimiento y descripcion se ma-
nifiesta con acciones como la observacion de ejemplos,
la identificacion de propiedades y la verbalizacion, que
dan como resultado la creacion de imagenes conceptua-
les. De hecho, la utilizacion de un entorno de geometria
dinamica facilita la creacion de imagenes conceptuales
mediante la invencion de situaciones en que intervie-
nen ejemplos y contraejemplos (Gutiérrez, 2007b: 11).

Proceso de definicion

La definicion, segin Flores (s.f.), «es una afirma-
cion que tiene como propodsito dar a conocer y fijar
con claridad la extension y la comprension de un ob-
jeto. La definicion se concibe generalmente como un
enunciado de las caracteristicas y propiedades inhe-
rentes de un objetox» (s.f.: 3). Gutiérrez (2007a) plan-
tea que los estudiantes usan o construyen definiciones
segun el nivel de razonamiento de Van Hiele en que se
encuentren. Las acciones para formular una definicién
son: observar ejemplos, identificar propiedades, gene-
ralizar propiedades, verbalizar una definicién; como
resultado se obtiene una creacion de definiciones
conceptuales (Gutiérrez, 2007b: 15). La construccion
es propia del nivel de deduccion informal (nivel 3).

Las acciones para usar una definicion son: com-
prenderla, identificar las propiedades y usar las
mismas propiedades para tomar decisiones. Asi, se
obtiene el resultado de la resolucién de problemas
(Gutiérrez, 2007b: 17).

De los parrafos anteriores se deduce que en el mo-
delo de Van Hiele las definiciones son el resultado del
analisis de ejemplos y del analisis de propiedades, entre
otras acciones; ademas, no se puede dar una definicion
si no se ha descrito las figuras ni se ha familiarizado
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con sus elementos. Por lo que se debe perseguir los
siguientes tipos de definicion: nivel 1: definiciones vi-
suales; nivel 2: definiciones no econdémicas; nivel 3:
definiciones correctas y economicas (Villiers, 1996: 15);
nivel 4: definiciones equivalentes (Gutiérrez, 2007a: 7).

Proceso de demostracion

El proceso de demostracion ha sido estudiado desde
diferentes perspectivas, que han llevado a la existencia
de diversos puntos de vista sobre el concepto de demos-
tracion. En nuestro trabajo tomamos la caracterizacion
de Fiallo, donde se considera la demostracion como «el
proceso que incluye todos los argumentos planteados por
los estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar
con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes
y al profesor de la veracidad de una afirmacion mate-
matica» (Fiallo, 2010: 48). De acuerdo con esta estruc-
tura, se identifican los siguientes tipos de demostracion:

a. Demostraciones deductivas. Caracterizadas por la
descontextualizacion de los argumentos usados,
se basan en los aspectos genéricos del problema,
las operaciones mentales y las deducciones 16gi-
cas y apuntan a validar la conjetura de una ma-
nera general. Se reconocen como demostraciones
deductivas el experimento mental y la deduccion
formal; en las demostraciones del tipo experi-
mento mental se usa un ejemplo para organizar
la demostracion, mientras que las demostraciones
deductivas formales implican operaciones menta-
les sin la ayuda de ejemplos especificos.

b.Demostraciones empiricas o inductivas. Carac-
terizadas por el uso de ejemplos como el princi-
pal o unico elemento de conviccion. Los tipos de
demostraciones inductivas son: el empirismo in-
genuo inductivo, en que se usan ejemplos esco-
gidos sin ningln criterio, basados en argumentos
perceptivos, elementos o relaciones detectadas
en el ejemplo; el experimento crucial, en que se
escoge cuidadosamente un ejemplo porque se
presume que en cualquier otro caso se obtendra
el mismo resultado, y el ejemplo genérico, que
corresponde al caso en que se usa un ejemplo
representante de una clase y se incluyen razona-
mientos abstractos en la demostracion.

Modelo de Van Hiele
El modelo de Van Hiele consta de dos compo-

nentes: un componente descriptiva y un componente
instructiva.

Uni-pluri/versidad, Vol. 14, N.° 1, 2014

Uni-pluri/versidad

La descriptiva esta formada por los niveles de razona-
miento que detallan la forma como los estudiantes razo-
nan cuando efectlian diversas actividades para un tema.
Estos niveles de razonamiento van desde el razonamien-
to intuitivo hasta el razonamiento abstracto formal.

La instructiva estd constituida por las fases de
aprendizaje. Dichas fases orientan al profesor a orga-
nizar las actividades para que sus estudiantes puedan
avanzar de un nivel de razonamiento al inmediata-
mente superior.

El modelo planteado inicialmente considera cinco
niveles de razonamiento matematico: reconocimien-
to, analisis, deduccion informal, deduccion formal y
rigor. En nuestra investigacion tendremos en cuenta
solamente los cuatro primeros, ya que son los mas
pertinentes a la escuela secundaria y a los niveles in-
troductorios en la universidad. Es caracteristico de la
teoria el seguimiento de un orden, la adyacencia, las
relaciones y el lenguaje propio de cada uno de los ni-
veles. En el modelo se considera que pasar de un nivel
de pensamiento y conocimiento a otro no va asociado
a la edad, y solo alcanzado un nivel, se puede pasar al
siguiente. Ademas, dos personas que razonan en nive-
les diferentes no se pueden entender.

A continuacion se presentan las caracteristicas que
tendremos en cuenta para cada proceso en los diferentes
niveles:

Nivel 1: Reconocimiento. En este nivel se da la
percepcion de los objetos matematicos en su totalidad
y como unidades. Los estudiantes no reconocen expli-
citamente los elementos caracteristicos ni las propie-
dades de los objetos.

* Proceso de descripcion: los estudiantes razonan
sobre conceptos basicos, tales como formas sim-
ples, principalmente por medio de consideraciones
visuales del concepto como un todo (Burger &
Shaughnessy, 1986: 31).

¢ Proceso de definicion: los estudiantes describen
las propiedades y elementos fisicos de los objetos
matematicos.

* Proceso de demostracion: no hay razonamiento
matematico, por lo que no realizan ningln tipo
de demostracion (Gutiérrez, 2007a: 16).

Nivel 2: Andlisis. Se perciben los objetos como
formados por partes y dotados de propiedades, aunque
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no se identifican relaciones. Los estudiantes deducen
propiedades a partir de la experimentacion.

* Proceso de descripcion: los estudiantes razonan
sobre los conceptos por medio de un analisis
informal de las relaciones y propiedades; se es-
tablecen las propiedades necesarias del concepto
(Burger & Shaughnessy, 1986: 31).

* Proceso de definicion: los estudiantes describen
propiedades y elementos matematicos de los
conceptos, usan definiciones de estructura logica
simple, construyen definiciones a partir de un
listado de las propiedades conocidas (Gutiérrez,
2007a: 7-8).

* Proceso de demostracion: los estudiantes realizan
demostraciones de tipo empirico ingenuo, expe-
rimento crucial basado en ejemplo, experimento
crucial constructivo y ejemplo genérico analitico
(Fiallo, 2010: 90-92).

Nivel 3: Deduccion informal. En este nivel se ob-
servan las propiedades y relaciones ya conocidas. Se
detecta la necesidad de justificar.

* Proceso de descripcion: se considera que en este
nivel no se da la descripcion, dado que los estu-
diantes que estan en este nivel son capaces de re-
conocer las propiedades necesarias y suficientes
para establecer una definicion, es decir, ya estan
en capacidad de comprender, usar y construir sus
propias definiciones.

* Proceso de definicion: los estudiantes ordenan
logicamente las propiedades de los conceptos,
construyen definiciones abstractas y pueden
distinguir entre la necesidad y suficiencia de un
conjunto de propiedades al determinar un con-
cepto (Burger & Shaughnessy, 1986: 1). Asi,
ellos usan cualquier tipo de definicion (Gutié-
rrez, 2007a: 7).

* Proceso de demostracion: los estudiantes rea-
lizan demostraciones de tipo ejemplo genérico
intelectual y experimento mental transformativo
(Fiallo, 2010: 92-94).

Nivel 4: Deduccion formal. Aceptacion de llegar
al mismo resultado desde distintas premisas o de
diferentes formas.

* Proceso de descripcion: se considera que en
este nivel no se da la descripcion, dado que un
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estudiante que esta en este nivel ya esta en ca-
pacidad de definir.

* Proceso de definicion: el estudiante razona
formalmente dentro del contexto de un sistema
matematico completo, con términos indefinidos,
axiomas, un sistema légico subyacente, defi-
niciones y teoremas (Burger & Shaughnessy,
1986: 31). Se admite la existencia de definiciones
equivalentes y se puede demostrar la equivalencia
de definiciones (Gutiérrez, 2007a: 7).

* Proceso de demostracion: los estudiantes realizan
demostraciones de tipo experimento mental es-
tructurado, deductiva formal transformativa y de-
ductiva formal estructurada (Fiallo, 2010: 87-90).

Con relacién a las fases de aprendizaje, segun las
cuales se han organizado las actividades de la unidad
de ensefanza, tenemos:

Fase 1: Informacion. En esta etapa inicial el profe-
sor y los estudiantes conversan y realizan actividades
sobre los objetos de estudio de este nivel.

Fase 2: Orientacion dirigida. Los estudiantes ex-
ploran el tema de estudio con los materiales que el
profesor ha ordenado cuidadosamente. Estas actividades
deben revelar gradualmente a los estudiantes las es-
tructuras caracteristicas de este nivel.

Fase 3: Explicitacion. Apoyandose en sus expe-
riencias previas, los estudiantes expresan e intercam-
bian sus incipientes puntos de vista acerca de las
estructuras que han observado.

Fase 4: Orientacion libre. Los estudiantes encuen-
tran tareas mas complejas, tareas con muchos pasos,
tareas que se pueden realizar de varias formas y acti-
vidades abiertas.

Fase 5: Integracion. Los estudiantes analizan y re-
sumen lo que han aprendido, con el fin de tener una
vision global de la nueva red de objetos y relaciones
(Crowley, 1987: 4-5).

Por otro lado, tal como lo expresa de la Torre (2003),
la fase de explicitacion no debe confundirse con las ex-
plicaciones del docente. Lo primordial en esta fase son
las observaciones y andlisis que los estudiantes inter-
cambian con los compaiieros y el docente, mas que las
lecciones que reciben. La ayuda del docente es indirecta;
es resultado de la situacion didactica creada por él.

Uni-pluri/versidad, Vol. 14, N.° 1, 2014



Unidad de enseianza de las razones
trigonométricas en un entorno de
geometria dindmica

Se plantea una unidad de ensefianza conformada
por cuatro actividades: 1) razones trigonométricas
para triangulos rectangulos; 2) razones trigonométricas
para angulos en posicion normal; 3) representaciones
lineales y visualizacion de las razones trigonométricas;
4) identidades pitagodricas (Fiallo, 2010). Con estas
actividades se busca principalmente la comprension
de conceptos trigonométricos y de relaciones ma-
tematicas, acorde con las propuestas curriculares y
textos de matematicas, y ademas la iniciacion de los
estudiantes en los procesos de descripcion, definicion
y demostracion.

La unidad de enseflanza se caracteriza por la
ensefianza basada en el descubrimiento guiado con el
uso de software de geometria dindmica. A partir de las
interacciones con el software, los estudiantes pueden
hacer descripciones de lo que observan en la panta-
lla y realizar generalizaciones que los lleven a usar
y comprender definiciones con las cuales paulatina-
mente elaboren demostraciones cada vez mas forma-
les. Cada actividad cuenta con un archivo dindmico
construido en GeoGebra, para que el estudiante lo use
como herramienta de visualizacion, exploracion, con-
jeturacion y analisis y comprobacion de relaciones y
propiedades trigonométricas.

En la fase de integracion de cada una de las cuatro
actividades de la unidad de ensefianza, se propone
completar un mapa conceptual, de modo que los estu-
diantes puedan organizar los conceptos, sus relaciones
y propiedades. Seglin Jaramillo & Esteban (2006), los
mapas conceptuales les permiten ampliar su estructura
de pensamiento, agregando otros conceptos para la
creacion de nuevas estructuras mas amplias, abundantes
y complejas en que el lenguaje desempefia un papel
principal. Por consiguiente, la utilizacion de esta
herramienta se convierte en un recurso valioso para el
intercambio de puntos de vista, el establecimiento de
vinculos y conexiones, detectar y corregir concepciones
erroneas, etc.

Aspectos metodologicos
La investigacion, de tipo cualitativo, se hizo con

35 estudiantes de décimo grado (entre 14 y 16 afios
de edad) de la institucion educativa Luis Carlos Galan,
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de Bucaramanga, Santander. La implementacion de la
unidad se realizd durante un semestre en el horario
normal de clases; semanalmente se ejecutaban dos
sesiones de dos horas y una sesion de una hora. Todas
las clases se trabajaron en el aula de informatica, en
grupos de dos estudiantes por computador. La reco-
leccion de los datos se consigui6 con la videograba-
cion a dos parejas de estudiantes y lo escrito en las
hojas de trabajo por todos los estudiantes. A partir de
las actuaciones de los estudiantes y su interaccion con
el computador, con los compaifieros de clase y con el
investigador y lo escrito, se obtuvieron datos cualita-
tivos que fueron analizados para construir la caracte-
rizacion de los descriptores de los niveles de razo-
namiento. La investigadora fue a la vez la docente del
grupo; orient6 las actividades a todo el curso, con la
colaboracion de un auxiliar (estudiante de Licencia-
tura en Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander), quien conocia las actividades y el objetivo
de la investigacion.

Aunque se disefiaron las cuatro actividades men-
cionadas en un parrafo anterior, solamente se pudieron
aplicar las dos primeras durante el primer semestre de
2013.

Avances

Basados en los descriptores generales de los nive-
les de Van Hiele, en los resultados encontrados por
Fiallo (2010) y teniendo en cuenta los contenidos
matematicos de la unidad de ensefianza, la investi-
gadora organiza una lista inicial de los descriptores
especificos para las razones trigonométricas, que esta
siendo perfeccionada y completada como resultado
de la investigacion. Mostramos a continuacion los
descriptores para la primera actividad (razones trigo-
nométricas para triangulos rectangulos), junto con al-
gunos ejemplos de las actuaciones de los estudiantes
frente a las tareas planteadas.

Descripcion
Nivel 1

* Describen los elementos y las propiedades de los
tridngulos rectangulos e identifican los angulos
internos y externos del triangulo.

* Identifican las seis razones trigonométricas en el
triangulo rectangulo y las describen como “co-
cientes” entre los lados del triangulo rectangulo.
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» Describen en forma estatica lo que observan en
la pantalla.

Por ejemplo, a los estudiantes se les propone la
siguiente actividad:

2.1 Abre el archivo ACT 1 (ver figura 1), elabora
una descripcion de lo que observas en este archivo y
halla las razones entre los lados del triangulo ABC.
Nombra cada razén con su respectivo cociente entre
los lados del tridangulo, por ejemplo BC/AB.

BC/AC=0.42

BC = 26 cm.

Los estudiantes escriben valores fijos de las razones
o de los lados de los triangulos, a pesar de observar
el cambio de estos valores en el computador cuando
arrastra los puntos D y C en la construccion dinamica.
A continuaciéon se muestra la transcripcion de la res-
puesta de los estudiantes:

Lo que pudimos observar que es un triangulo rectangulo, al
mover el punto D dos de sus angulos cambian, y si move-
mos el punto C las medidas de sus tres lados cambian,
_ cuando movemos el punto
CB =2.24 C la medida de sus angulos
siempre seguiran las mismas
B_C = 0.45 [sic], cuando movemos el
AB ' punto D dos de sus lados
cambian y el otro lado sigue
BC teniendo la misma longitud,
AC =0.5 ademas al mover el punto D
el angulo cambia entonces
el angulo B cambiaria para
f -0.9 que la suma de sus tres an-
AB gulos diera 180°.
cA 2.01
CB
BA 1.12
AC
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Figura 1. Imagen ACT 1.

Los estudiantes arrastran los puntos C y D e iden-
tifican la variacion en las medidas del triangulo; sin
embargo, cuando elaboran la descripcion del archivo,
solo se fijan en los datos que observan en ese mo-
mento en la pantalla, es decir, la descripcion se basa
solo en caracteristicas visuales. No reconocen expli-
citamente las propiedades matematicas de las razones
trigonométricas.

Nivel 2

* Describen las razones trigonométricas como la re-
lacion entre pares de lados del tridangulo rectangulo.

* Reconocen numéricamente en el SGD que el va-
lor de las razones trigonométricas de un tridngulo
depende de la amplitud de los angulos del trian-
gulo y no depende de las longitudes de sus lados.

* Reconocen numéricamente que seno y cosecante,
coseno y secante, tangente y cotangente son
reciprocas respectivamente.

Reconocen que los angulos agudos del triangulo
rectangulo son complementarios.

Reconocen con ayuda del SGD que las razones
trigonométricas seno y coseno varian entre 0 y
1; tangente y cotangente, entre 0 e oo; secante y
cosecante, entre 1 e oo.
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Por ejemplo, un estudiante explica de la siguiente
manera el cambio de la razon seno:

La razéon CB/AB comienza desde 0 y no pasa de 1,
o0 sea, estando a los estd en 1; mire, aqui estd en 1
[sefala el angulo de ] y aqui en O [arrastra el punto
D hasta formar un angulo de ], o sea, el intermedio
que hay entre el 0 y el 1 son decimales; si ve que
aqui, cuando vamos subiendo el angulo, comienzan
los decimales y ya estando en un angulo cercano a
comienza a estar en 1.

En este ejemplo se observa que el estudiante de-
duce el cambio de la razon seno por medio de la ex-
perimentacion y usa caracteristicas observadas en
determinados valores de 4ngulos, las cuales compara
para sacar sus propias conclusiones. Su vocabulario
es impreciso.

Nivel 3

* En los niveles 3 y 4 los estudiantes ya deben de-
finir, en lugar de describir.

Uso de definiciones
Nivel 1

* Los estudiantes no estan en capacidad de usar
definiciones debido a la falta de razonamiento
matematico.

Nivel 2

* Comprenden las definiciones de las razones tri-
gonométricas del tridngulo rectdngulo y las re-
lacionan con los segmentos que representan los
lados del triangulo rectangulo.

opuesto adyacente
sen(A) = ————  cot(A) = =52
hipotenusa opuesto
adyacente hipotenusa
cos(A) = X2 gec(A) =
hipotenusa adyacente
opuesto hipotenusa
tan(A) = ——— csc(p) = B2
adyacente opuesto

Por ejemplo, un estudiante utiliza el archivo ACT
1 (ver figura 1) para relacionar las definiciones dadas

sen(A)

tan(A) = o (A
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para el triangulo rectangulo de la siguiente manera:
«El seno de B seria el lado opuesto, que es AC, sobre
la hipotenusa, que es AB; el coseno seria el cateto
adyacente, que es el lado BC, sobre la hipotenusa, que
es el lado AB; la tangente seria el cateto opuesto, que
es AC, sobre el cateto adyacente, que es BC [...]». El
estudiante recita las definiciones para identificar las
razones trigonométricas, en lugar de aplicarlas al
archivo dindmico, es decir, necesita comparar la defi-
nicién con los elementos del triangulo.

Nivel 3

* Relacionan las definiciones de las razones trigo-
nométricas en el tridngulo rectangulo como co-
cientes y como relacion entre magnitudes reales
positivas.

Nivel 4

» Usan las diferentes imagenes mentales (razon
como cociente y como relacion entre los lados
del triangulo rectdngulo) de las definiciones de
las razones trigonométricas.

Formulacion de definiciones
Nivel 1

* Los estudiantes no estan en capacidad de formular
definiciones, dado que este proceso es caracte-
ristico del nivel 3.

Nivel 2

* Los estudiantes no estan en capacidad de formular
definiciones.

Nivel 3

Reconocen que es necesario y suficiente que el
triangulo dado sea rectangulo para definir las razones
trigonomeétricas.

Nivel 4

» Formulan definiciones equivalentes entre razones
trigonomeétricas. Por ejemplo:

sen(A) =c os (90 — A); cos(A) =s en(90 — A); tan(A) =c ot (90 — A).
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Proceso de demostracion
Nivel 1

En el primer nivel de razonamiento de Van Hiele
no hay razonamiento matematico, por lo que los es-
tudiantes no estan en capacidad de realizar demostra-
ciones.

Nivel 2

* Demuestran empiricamente (empirica ingenua,
experimento crucial, ejemplo genérico analitico)
que las razones trigonométricas seno y coseno
varian entre 0 y 1; tangente y cotangente, entre 0
e o0; secante y cosecante, entre 1 e .

» Demuestran empiricamente (empirica ingenua,
experimento crucial, ejemplo genérico anali-
tico) que seno y cosecante, coseno y secante,
tangente y cotangente son reciprocas respecti-
vamente.

Como ejemplos de los descriptores de este nivel,
se muestran las siguientes situaciones: Para responder
la pregunta: ;Qué sucede con los valores de las razones
cuando varia el angulo entre 0° y 90°? Un estudiante
plantea la siguiente conjetura:

AB . AB .
ol Podemos ver que la razén C—Bcuando el angulo

esta en 0, su medida es enorme, pero cuando esta en
el angulo 90° la medida de su razén es 1, eso quiere
decir que disminuye.

Posteriormente realiza la siguiente demostracion:

AB
B Pudimos ver que cuando movemos el punto D

hacia arriba la longitud de los lados AB y CB son
muy similares en su valor numérico, por eso cuando
hacemos la division estando el angulo en 90° nos da
1, puesto que la diferencia de valor numérico de los
lados es muy minima, cuando el angulo esta en 0

el resultado de la division Ié—g €s mayor puesto que
al estar en 0 el angulo, la medida del lado BCes 0y

al dividir el valor numérico del lado AB sobre ¢l BC
nos va a dar el resultado mayor.

La demostracion realizada por el estudiante es del
tipo experimento crucial basado en ejemplo. En este
tipo de demostracion el estudiante escoge un ejem-
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plo seleccionado cuidadosamente; en este caso, solo
considera los casos extremos ( y ), sin tener en cuenta
lo que ocurre entre los valores correspondiente de
estos dos valores. No es empirismo ingenuo, debido
a que ha seleccionado los ejemplos que ¢l considera
“cruciales” para la demostracion y hace uso de opera-
ciones matematicas.

a.Al analizar las relaciones que existen entre las
razones trigonométricas halladas para el 4ngulo
Ay el angulo B (archivo ACT 1), un estudiante
encontro:

Seno de A igual a coseno de B y coseno de A
igual al seno de B; profe aqui cémo podria ex-
presarlo, es que aqui la tangente del angulo A es
contraria... es al revés de la tangente del angulo
B, o sea, escribo tangente del angulo A es al re-
vés de la tangente del angulo B...

En el anterior ejemplo, el estudiante realiza una
demostracion de tipo empirismo ingenuo, ya que su
justificacion se basa en las relaciones observadas en
la pantalla en un ejemplo que ha escogido sin ningun
criterio.

Nivel 3

* Realizan demostraciones empiricas de tipo
ejemplo genérico intelectual.

* Realizan demostraciones deductivas de tipo ex-
perimento mental.

* Reconocen y demuestran con ayuda del SGD
que: sen (A)=cos (90 —A); cos (A) =sen (90 —A);
tan (A) = cot (90 — A).

Nivel 4

¢ Realiza demostraciones deductivas formales.

* Demuestran, sin ayuda del SGD, que las razones
trigonométricas seno y coseno varian entre 0 y
1; tangente y cotangente, entre 0 e oo; secante y
cosecante, entre 1 ¢ .

* Demuestran, sin la ayuda del SGD, que seno y
cosecante, coseno y secante, tangente y cotan-
gente son reciprocas respectivamente.

* Demuestran, sin ayuda del SGD, que: sen (A) =
cos (90 — A); cos (A) = sen (90 — A); tan (A) =
cot (90 —A); tan (A) = Sen(A)

cos (A)
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Primeras conclusiones

Las diferentes formas de razonar de los estudian-
tes nos muestran que, dependiendo de las actividades
propuestas, los procesos matematicos de descripcion,
definicién y demostracion estan presentes en sus ac-
tuaciones y en los trabajos desarrollados.

El disefio de las actividades permitié promover el
avance en los niveles de razonamiento; se han confir-
mado las caracteristicas de la lista inicial de descrip-
tores. Ademas, se han planteado nuevos descriptores
que no se habian previsto.

El uso de la tecnologia favorecié el andlisis, la
generalizacion, la deduccion y en especial la relacion
entre conceptos y la generacion de ideas, ya que los
archivos se convirtieron en una herramienta de apren-
dizaje, lo que facilité la reflexion y comunicacion de
ideas entre los estudiantes y entre ellos y el profesor,
quien los enfoco a la construccion de los conocimien-
tos matematicos.

Los estudiantes mostraron debilidades en conoci-
mientos basicos de semejanza de angulos y tridngulos,
lo que influy6 en el desarrollo de las actividades y en
el avance en el proceso de demostracion, razon por la
que solo se cumplieron dos de las cuatro actividades
planteadas.
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