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Resumen

El experimento de ensenanza es una aproximacion metodologica util en la investigacion
en educacion matematica para estudiar como los estudiantes aprenden. El objetivo de este
articulo es mostrar las caracteristicas de esta aproximacion metodologica, a través del desa-
rrollo de un experimento de ensefianza en tercer curso de educacion primaria con estudiantes
de 9 anos, que esta dirigido a apoyar el aprendizaje del concepto de poligono. Ejemplifica-
mos las caracteristicas de esta aproximacion a la investigacion en educacion matematica
subrayando (i) el uso de teorias sobre el aprendizaje en el disefio de las actividades, y (ii)
la diversidad necesaria de fuentes de informacion que favorece la triangulacion de las infe-
rencias que se puedan generar. Finalmente, se apuntan posibles usos de los registros de la
practica derivados de los experimentos de ensefianza para la formacion de profesores.

Palabras clave: experimento de ensefianza; educacion primaria; trayectoria hipotética de
aprendizaje; concepto de poligono.

Abstract

Teaching experiment is a useful methodological approach in mathematics education
research to study how students learn. The objective of this article is to present the
characteristics of this methodological approach, through the development of a teaching
experiment in a third grade of primary education with 9-year-old students. This teaching
experiment is aimed at supporting the learning about the concept of polygon. We exemplify
the characteristics of this approach in mathematics education research by underlining (i) use
of theories about learning in the design of activities, and (ii) diverse information sources that
provide a triangulation of inferences that can emerge. Finally, possible uses of the practice
records derived from teaching experiments for teacher training are noted.

Keywords: teaching experiment; primary education; hypothetical learning trajectory;
concept of polygon.
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LOS EXPERIMENTOS DE ENSENANZA COMO UNA APROXIMACION A LA

INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

=,

Segun Stylianides y Stylianides (2013),
la investigacion de las intervenciones en el
aula (classroom-based interventions) tiene
dos objetivos primordiales: (a) mejorar la
practica docente mediante aproximaciones
de ingenieria diddactica para actuar sobre
los problemas de la ensefianza-aprendizaje,
y (b) aumentar nuestra comprension tedrica
de los fendmenos que se relacionan con es-
tos problemas. El experimento de ensefianza
es una herramienta dirigida a comprender
el aprendizaje y razonamiento de los estu-
diantes durante un corto periodo de tiempo
(Steffe & Thompson, 2000), adaptando los
objetivos curriculares a los objetivos de la
investigacion y usando referentes teodricos
para justificar el disefo de las tareas (Steffe
& Thompson, 2000).

Los experimentos de ensefianza como
una aproximacion metodologica en la inves-
tigacion en educacion matematica retinen
tres caracteristicas (Stylianides & Styliani-
des, 2013; p. 334):

- La investigacion es conducida en clases
reales, lo que inserta la investigacion en
el mundo de los docentes y genera un
contexto para la colaboracion entre pro-
fesores e investigadores, aumentando la
probabilidad de que los resultados de la
investigacion puedan ser aplicados en el
aula.

- La investigacion esta dirigida a proble-
mas de aprendizaje de los estudiantes y
a como la ensefianza puede apoyar este
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aprendizaje plantedndose cuestiones re-
levantes para la practica docente.

- Los resultados de esta aproximacion a la
investigacion permiten desarrollar solu-
ciones basadas en la teoria, testadas em-
piricamente para solventar los problemas
de aprendizaje de los estudiantes mos-
trando qué metodologia, instrumentos y
acciones funcionan (o pueden funcionar)
y explicando por qué funcionan.

Con estas referencias presentamos los
principios que sigue esta aproximacion me-
todoldgica a la investigacion en educacion
matematica, a través de la descripcion de
un ejemplo de experimento de ensefianza.
Dicho experimento tiene como objetivo
caracterizar trayectorias de aprendizaje del
concepto de poligono en estudiantes de edu-
cacion primaria. Las trayectorias de apren-
dizaje estan compuestas por descriptores de
la manera de pensar de los estudiantes cada
vez mas sofisticadas, condicionadas por la
ensefanza y los tipos de tareas propuestas
(Battista, 2011; Clements & Sarama, 2004;
Seah & Horne 2019; Simon, 1995). El ana-
lisis de las producciones de los estudiantes
permite comprobar las hipotesis que justifi-
can el disefio de las tareas. En este contexto,
el investigador adopta el papel de profesor,
abandonando ciertas hipotesis sobre la pro-
gresion del aprendizaje al interactuar con
los estudiantes y ajustar la ensefianza a una
situacion concreta (Molina, Castro, Molina,
& Castro, 2011; Steffe & Thompson, 2000).
Segiin Cobb y Gravemeijer (2008), en un
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experimento de ensefianza se distinguen tres
fases: disefio, implementacion y analisis. En
este articulo nos centramos en describir y
caracterizar las dos primeras fases (disefio
e implementacion), ejemplificadas en un ex-
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perimento de ensenanza dirigido a potenciar
el aprendizaje del concepto de poligono. Fi-
nalmente, indicamos cémo se pueden usar
los resultados en los programas de forma-
cion de profesores.

EXPERIMENTO DE ENSENANZA SOBRE EL

CONCEPTO DE POLIGONO

La comprension de las figuras geomé-
tricas involucra diversas acciones menta-
les como reconocer atributos y establecer
relaciones que permitan determinar la per-
tenencia de una figura geométrica a una
categoria (Battista, 2007; Clements, Swa-
minathan, Hannibal, & Sarama, 1999; Elia
& Gagatsis, 2003; Levenson, Tirosh, &
Psamir, 2011). La comprension del concep-
to de poligono es un caso particular en esta
situaciéon (Hershkowitz & Vinner, 1983;
Hershkowitz, 1989), ya que se apoya en
el reconocimiento de atributos relevantes
dados en la definicion de poligono (figura
cerrada con lados rectos y no cruzados), y
atributos no-relevantes en relacion con la
definicion (por ejemplo, concavidad-con-
vexidad, numeros de lados, longitud de los
lados, simetria, paralelismo), pero que son
importantes para determinar clases de po-
ligonos. Algunas investigaciones indican
que los estudiantes tienen dificultades en la
comprension del concepto de poligono, lo
que define un problema en la ensefianza de
la geometria (Battista, 2007; Clements &
Battista, 1992; Clements et al., 1999; Gal
& Linchevski, 2010; Bernabeu & Llinares,
2017; Bernabeu & Moreno, 2019). En par-
ticular, los estudiantes suelen construir una
limitada imagen del concepto, estructura
cognitiva que se asocia con el concepto,
que incluye todas las imdgenes mentales y
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propiedades y procesos asociados (Tall &
Vinner, 1981, pp. 152), tomando atributos
no-relevantes como si fueran relevantes
para la definicion del concepto, una des-

cripcion discursiva para definir el concepto
(Tall & Vinner, 1981, pp. 152).

Una manera de dar respuesta a este pro-
blema en la ensefianza de la geometria es a
través de investigaciones basadas en inter-
venciones en el aula, como una adaptacion
particular de los experimentos de ensefianza
(Cobb & Steffe, 1983; Steffe & Thompson,
2000; Stylianides & Stylianides, 2013). Esta
aproximacion metodologica intenta dar res-
puesta a los problemas de la ensefianza, de-
terminando como apoyar el aprendizaje de
los estudiantes y generando explicaciones
tedricas de lo que sucede en el aula, estable-
ciendo sinergias entre la practica docente
y la investigacion (Ruthven & Goodchild,
2008; Wiliam & Lester, 2008).

El objetivo del presente articulo es ca-
racterizar esta metodologia de investiga-
cion en educacion matematica. Para ello,
se ejemplificaran los principios sobre los
que se apoya, describiendo el disefio de un
experimento de ensefianza dirigido al de-
sarrollo de la comprension del concepto de
poligono en estudiantes de tercero primaria
(9 afios).
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REFERENTES TEORICOS SOBRE LA COMPRENSION DE LAS FIGURAS
GEOMETRICAS

=,

Para disenar el experimento de ensefian-
za se tuvo en cuenta el proceso de aprendi-
zaje de la geometria desarrollado por Duval
(1995). Su propuesta se apoya en la coordi-
nacion de cuatro aprehensiones: perceptiva,
secuencial, discursiva y operativa. La apre-
hension perceptiva se refiere a reconocer
y nombrar figuras geométricas de manera
global. La aprehension secuencial es la ca-
pacidad de construir una figura o describir
su construccion. La aprehension discursiva
es la habilidad de relacionar la figura con
declaraciones, definiciones y atributos ma-
tematicos que no pueden determinarse me-
diante la aprehension perceptiva. Por tlti-
mo, la aprehension operativa es la capacidad
de modificar una figura, cambiando la posi-
cion o su orientacion para resolver las tareas
geométricas. Por otra parte, el estudiante ne-
cesita realizar una deconstruccion dimensio-

1 1
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nal (Duval, 2017) reconociendo unidades
figurativas de dimensiones mas pequefias en
una configuracion. Por ejemplo, identificar
la longitud de los lados (1D) de un tridngulo
(2D) para determinar su pertenencia a una
determinada clase de triangulos.

Diseio

El experimento de ensefianza consto6 de
una secuencia de enseflanza de 10 sesiones,
un cuestionario contestado al inicio y final
del experimento de ensefanza, y tres entre-
vistas realizadas a un grupo de estudiantes
en tres momentos diferentes de la secuencia
de ensefianza (Figura 1). En este apartado
describimos las tareas usadas de cada sesion
y en las entrevistas. Al finalizar cada sesion,
el grupo de investigacion se reunia para ana-
lizar los sucesos y realizar las modificacio-
nes pertinentes en las sesiones siguientes.

Cuestionario final

1

Entrevista

Entrevista

Entrevista

Figura 1. Secuenciacion del experimento de ensefianza

Los contenidos y los procesos conside-
rados en el experimento de ensefianza fue-
ron la identificacion de los atributos relevan-
tes en un poligono (figura plana cerrada con
lados rectos y no cruzados) y atributos que
permiten determinar clases de poligonos
(por ejemplo: concavos y convexos, niimero
de lados, poligonos simétricos y no simétri-
cos, tipos de tridngulos seglin sus lados y/o
sus angulos, tipos de cuadrilateros segun el
paralelismo de sus lados). Ademas, se usa-
ron tareas para ayudar a los estudiantes a ra-

zonar con estos atributos y establecer cudn-
do un poligono es ejemplo de una clase. Los
contenidos fueron seleccionados intenciona-
damente considerando el curriculo, pero no
necesariamente los pertenecientes al nivel
educativo, ya que se introdujeron nociones
relativas al paralelismo en los cuadrilateros
(paralelogramos) y la clasificacion de tridn-
gulos, segun diferentes criterios que suelen
ser introducidos en cursos posteriores para
aumentar el rango de clases de poligonos
que se presentarian (Tabla 1).
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Las tareas fueron disefiadas para favo-
recer el desarrollo de las aprehensiones y de
los procesos de deconstruccion dimensional.
Para ello, las tareas pedian a los estudiantes
reconocer figuras geométricas y nombrarlas
(aprehension perceptiva), justificar por qué
una determinada figura pertenecia a una cla-
se de poligonos haciendo uso de las defini-
ciones y atributos (aprehension discursiva);
transformar poligonos con determinados
atributos en otros y explicar como era esta
transformacion (aprehension secuencial y
operativa).

Tareas en las sesiones del
experimento de ensefanza.

Las tareas en el experimento de ense-
flanza exigieron a los estudiantes reconocer
atributos relevantes de una figura para ser

MELANIA BERNABEU / MAR MORENO / SALVADOR LLINARES

considerada un poligono, clasificar poligo-
nos segun sus atributos, dibujar poligonos
con determinadas condiciones; construir po-
ligonos con materiales manipulativos como
el mecano o el geoplano, y transformar en
poligono una figura que no es un poligono.
En todos los casos se pidi6 a los estudian-
tes que explicaran sus respuestas. De esta
manera, las tareas en las diferentes sesiones
respondian a tres focos conceptuales:

- Reconocer y justificar cuando una figura
es un poligono.

- Determinar la pertenencia de un poligono
a una clase de poligonos (relacion inclusi-
va), que se apoya en identificar el atributo
comun a conjunto de poligonos.

- Dibujar y transformar poligonos con de-
terminados atributos.

Tabla 1. Focos de las sesiones en el experimento de ensefianza

Sesiones SECUENCIACION

EJEMPLOS DE FIGURAS

Cuestionario inicial

vexidad, numero de lados, simetria.

Reconocer cuando una figura es un poligono.
Identificar otros atributos: concavidad y con-

Tipos de triangulos segun sus lados, tipos de cua-
drilateros segun el paralelismo de sus lados.

Figura abierta con
un lado curvo

Entrevista inicial

*Se consideraron los contenidos del cuestiona-
rio inicial, y tridngulos segtn sus angulos.

Figura con un
lado curvo y
lados cruzados

Identificar atributos relevantes de los poligonos.
Identificar el nimero de lados. Poligonos segun

Y
2\

Figuras geométricas simétricas.

Eje de simetria =

! el nimero de lados: triangulo, cuadrilatero, pen- Cuadrilatero
tagono, poligono de 6, 7 y 8 lados.
Diagonales. Céncavo Convexo
2 Poligonos concavos y convexos. : i O
Ejes de simetria.
3 -
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Sesiones

SECUENCIACION

EJEMPLOS

DE FIGURAS

Tipos de angulos: agudo, recto y obtuso.

Angulo obtuso

Entrevista intermedia

Atributos relevantes de los poligonos.

Otros atributos de los poligonos: concavos y
convexos, numero de lados, simetria.

Tipos de angulos: agudo, recto y obtuso.

Pentagono concavo no-simétrico

{7

Tipos de triangulos segin la longitud de sus la- Isosceles Escaleno
5 dos: equilatero, isosceles y escaleno
Tipos de triangulos segin la amplitud de sus Obtusangulo
aneulos i . : : ) Rectangulo
gulos internos: acutangulo, rectangulo y ob
6 tusangulo V
Clases de triangulos: triangulos segin la longi- Triangulo isosceles rectangulo
7 tud de sus lados y segtn la amplitud de sus an-
gulos internos B
Lineas paralelas. Paralelogramo Trapezoide
9
8 Clases de cuadrilateros segun el paralelismo de DB
sus lados: paralelogramo, trapecio y trapezoide
Clases de paralelogramos: cuadrado, rectangulo, %
9 rombo y romboide @
Propiedades de las diagonales en los paralelo-
10 gramos: bisecan; congruentes en el cuadrado y @

rectangulo; perpendiculares en el cuadrado y
rombo

Cuestionario final

*Contenidos del cuestionario inicial.

4 h

5 0 '

s
g~

Entrevista final

Clases de triangulos segun sus lados y/o segun
sus angulos.

Clases de cuadrilateros segun el paralelismo de
sus lados.

(Es un triangulo is6sceles acutangulo?

N

2
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A continuacion, se describen las tareas de
las sesiones del experimento de ensefianza.

Sesion 1. En esta sesion se ejemplifica-
ron los atributos relevantes que constituyen
la definicién de poligono, mostrando ejem-
plos de poligonos y no-poligonos. Las tareas
propuestas pedian reconocer si las figuras
geométricas cumplian los atributos relevan-
tes para ser un poligono y transformar ejem-
plos de no-poligono en poligonos (figura
abierta con lados cruzados, poligono, figu-
ra cerrada con lados curvos,...). Ademas, se

MELANIA BERNABEU / MAR MORENO / SALVADOR LLINARES

realizaron tareas que pedian reconocer, cla-
sificar y dibujar poligonos segun el nlimero
de lados (triangulo, cuadrilatero, pentagono,
poligono de 6, 7 y 8 lados).

Los estudiantes contestaron dos tareas
de forma individual al final de la sesion. En
la primera se les pedia transformar en poli-
gonos dos figuras que no eran poligonos y
explicar la transformacion realizada (Figura
2). En la segunda tarea se les pedia justificar
porqué dos descripciones de figuras no eran
ejemplos de poligonos.

La figura “b™ es un no-poligono. Indica con tus palabras qué
cambiarias para que fuera un poligono. Dibuja el poligono final.

Figura 2. Apartado b de la tarea individual 1

Sesion 2. En esta sesion se ejemplificd
la idea de diagonal con situaciones en dife-
rentes tipos de poligonos. Posteriormente,
los estudiantes realizaron tareas para reco-
nocer como diagonales segmentos dibujados
en rojo en las representaciones de poligonos
mostrados en la pizarra digital. El significa-
do de diagonal ayud¢ a introducir los poli-
gonos concavos y convexos. En este expe-
rimento consideramos un poligono céncavo
como un poligono con al menos una diago-
nal por fuera del poligono, y poligono con-

2

Poligono Convexo

vexo como un poligono con todas las diago-
nales dentro del poligono. Las tareas pedian
reconocer poligonos concavos y convexos,
clasificarlos, y representarlos (Figura 3). En
las tareas de esta sesion se combinaron di-
ferentes atributos introducidos en la sesion
anterior (por ejemplo, poligonos seglin el
numero de lados). Asi, los estudiantes tuvie-
ron que reconocer y representar poligonos
segun el niimero de lados y su concavidad o
convexidad.

Pentagono convexo

Poligono de seis lados concavo

Figura 3. Respuestas a una de las tareas de la sesion 2: Representa poligonos convexos y concavos
(el dibujo en azul pertenece a la correccion de un estudiante al dibujo realizado por su compariero)

En las tareas individuales se les pedia
transformar dos poligonos segin unas con-
diciones dadas en relacion con los atributos
concavo y convexo (Tarea 3), y justificar

que los dos enunciados correspondian con
los atributos de los poligonos representados
(Tarea 4).
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Sesion 3. En esta sesion se ejemplifica-
ron figuras simétricas mostrando ejemplos y
no-ejemplos. Las tareas pedian reconocer si
las lineas marcadas en rojo en los poligonos
eran ejes de simetria y representar ejes de
simetria en poligonos dibujados en la piza-
rra digital. En esta sesion se usaron poligo-
nos recortados en papel y libros de espejo
para que los estudiantes comprobaran si las
lineas correspondian a ejes de simetria. Con
los poligonos recortados, los estudiantes do-
blaron por donde creian que estaban los ejes
de simetria para comprobar si coincidian las
dos mitades del poligono. Con los libros de
espejo, se explicé como usarlos para com-
probar si una linea corresponde con un eje
de simetria. Para ello, debian poner el espe-

jo sobre la linea de manera perpendicular a
la hoja donde estaba representada la figura,
si lo que se veia reflejado correspondia a la
mitad que habia detras del espejo, esa linea
era un eje de simetria; si no se veia reflejado
en el espejo lo mismo que habia tras este, la
linea dibujada no era un eje de simetria.

En las tareas individuales se pedia justi-
ficar si la linea representada en un poligono
era un eje de simetria (Tarea 5) (Figura 4),
dibujar todos los ejes de simetria de cuatro
poligonos dados (Tarea 6), representar un
poligono con determinadas condiciones re-
lacionadas con los ejes de simetria, y justifi-
car y dibujar si una diagonal puede coincidir
con un eje de simetria (Tarea 7).

b) La linea discontinua es un eje de simetria.

| Verdadern

[ Falso

Porque...

Figura 4. Apartado b de la tarea individual 5

Sesion 4. En esta sesion se ejemplifica-
ron los diferentes tipos de dngulos segtin su
amplitud: agudo, recto y obtuso; y se ejem-
plificaron estos conceptos a través de un
abanico para representar angulos agudos,
rectos y obtusos. Se tom6 como referencia el
angulo recto, el cual se compar6 con el pico
de una mesa, carpeta, pizarra, entre otros. De
esta manera, el angulo agudo es menor que
el angulo recto, el angulo recto es como el
pico de una mesa, pizarra, mesa... y el angu-
lo obtuso es mayor que el angulo recto. Los
estudiantes tuvieron que reconocer cOmo era
la amplitud de los &ngulos internos de los
poligonos para clasificarlos y representarlos
con diferentes tipos de angulos.

Individualmente, los estudiantes tu-
vieron que justificar si los 4ngulos internos
correspondian con los marcados en los po-

ligonos (Poligono “1”: remarcado en lineas
gruesas un angulo interno agudo. Enuncia-
do: Las lineas mds gruesas limitan un angu-
lo recto) (Tarea 8). Ademas de representar
poligonos con determinadas condiciones
relacionadas con los angulos internos de los
poligonos (Tarea 9).

Sesion 5. Esta sesion se dedico a los ti-
pos de tridngulos segin la longitud de sus
lados. Se usaron definiciones inclusivas:
triangulo equilatero como tridngulo con
tres lados iguales, tridngulo is6sceles como
tridngulo con dos lados iguales, y triangulo
escaleno como tridngulo con tres lados di-
ferentes. El hecho de introducir definiciones
inclusivas permite considerar los tridngulos
equildteros como un tipo de is6sceles. Se uso
el mecano para ejemplificar las explicacio-
nes. Los estudiantes tuvieron que reconocer,
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clasificar, construir y representar tridngulos
con lados de diferente longitud; asi como
realizar transformaciones de un tipo de
triangulo a otro.

En las tareas individuales se us6 un geo-
plano isométrico para representar tres trian-
gulos diferentes, indicar el nombre de cada
triangulo y justificar su nombre (Tarea 10).
La segunda tarea pedia transformar un trian-
gulo equilatero en isosceles, y un equilatero
en escaleno, explicar la transformacion y di-
bujar los triangulos finales (Tarea 11).

Sesion 6. En esta sesion se introdujeron
ejemplos de tridngulos segun la amplitud de
sus angulos internos: triangulo acutangulo

MELANIA BERNABEU / MAR MORENO / SALVADOR LLINARES

como tridngulo con los tres angulos agudos,
triangulo rectangulo como tridngulo con
un angulo recto, y tridngulo obtusangulo
como tridngulo con un angulo obtuso. Pos-
teriormente, se les pedia a los estudiantes
reconocer, clasificar, construir y representar
triangulos segin la amplitud de sus angu-
los internos. Con la ayuda del geoplano, en
parejas, un estudiante construia uno de los
triangulos representado en la pizarra digital
(Figura 5) y otro compatfiero justificaba qué
tipo de triangulo era. Ademas, se creo el es-
pacio para debatir, usando el mecano, si se
podia construir un tridngulo rectangulo con
un angulo obtuso, un tridngulo obtusangulo
con un angulo recto y finalmente, un tridn-
gulo acutangulo con un angulo obtuso.

AR
AN

2\
BN

Figura 5. Ejemplos de triangulos para construir con geoplano

Las tareas individuales pedian justifi-
car si era posible representar tridngulos con
ciertas condiciones en relacion con la ampli-
tud de sus angulos (p. ej. (Es posible cons-
truir un tridngulo rectangulo con un angulo
obtuso?) (Tarea 12), y dado un tridngulo,
transformarlo en otro con diferentes d&ngulos
internos, dibujarlo y explicar la transforma-
cion (Tarea 13).

Sesion 7. Esta sesion estaba dirigida a
combinar los atributos de los tridngulos se-
gun sus lados y sus angulos internos. Por
ello, los estudiantes tenian que reconocer,
clasificar y construir tridngulos con mecano
y geoplanos, segun sus lados y sus angulos.
Ademés, transformaron tridngulos para que
cumplieran determinadas condiciones. Se

cred el contexto para que, mediante el uso
del mecano, comprobaran que no existia el
triangulo equilétero rectangulo, ni el tridn-
gulo equilatero obtusangulo.

En las tareas individuales se pidi6 trans-
formar dos tridngulos representados en otros
dos, cumpliendo determinados atributos,
dibujando y explicando la transformacion
(Tarea 14). La segunda tarea usé la metafora
de la Mdquina de Dibujar (MD) (Battista,
2012). Esta maquina solo puede hacer poli-
gonos con determinados atributos. Los estu-
diantes tenian que identificar los atributos de
un grupo de tridangulos, hallar las semejan-
zas y diferencias entre ellos, y realizar una
clasificacion en dos grupos diferentes (p. €j.,
segun sus lados, y explicarlo) (Tarea 15).
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Sesion 8. En esta sesion se ejemplifi-
caron las lineas paralelas para determinar
la clase de cuadrilatero. Para ello, las tareas
pedian reconocer lineas paralelas y no para-
lelas en la pizarra digital, reconocer y clasi-
ficar cuadrilateros con y sin lineas paralelas
(denominando a estos ultimos como trape-

PARALELOGRAMOS
Cuadrilatero cuyos lados opuestos son
paralelos entre si

8

NN

zoides). Aqui se plantearon tareas de clasi-
ficar segun diferentes criterios. Por ejemplo,
los trapezoides pueden ser clasificados en
concavos y convexos, los paralelogramos en
cuadrilateros con sus lados opuestos parale-
los entre si, y los trapecios en cuadrilateros
con dos lados paralelos (Figura 6).

TRAPECIOS
Cuadrilatero con dos lados paralelos

7
L X

Figura 6. Clasificacion de paralelogramos y trapecios realizada en la pizarra digital

Las tareas individuales consistieron en
justificar si dos cuadrilateros cumplian de-
terminados atributos (Tarea 16), clasificar
un conjunto de cuadrilateros en dos grupos
diferentes considerando un determinado
atributo (empleando la metafora de la MD)
(Tarea 17).

Sesion 9. Las tareas de esta sesion pe-
dian reconocer y clasificar paralelogramos.
Se introdujeron las definiciones inclusivas
de los cuatro tipos de paralelogramos: cua-
drado como paralelogramo con cuatro lados
iguales y todos los angulos rectos, rectangu-
lo como paralelogramo cuyos lados opues-
tos son iguales y todos los angulos rectos,
rombo como paralelogramo con cuatro la-
dos iguales y angulos opuestos iguales, y
romboide como paralelogramo cuyos lados
y angulos opuestos son iguales.

Ademas, los estudiantes debian cons-
truir en parejas paralelogramos con determi-
nadas condiciones usando el geoplano. Por
ejemplo, construir un cuadrildtero con lados
opuestos paralelos entre si y cuatro angulos
iguales; o un cuadrilatero con los cuatro la-
dos iguales y angulos opuestos iguales. Es-
tas tareas permitieron crear el contexto para
considerar relaciones de inclusion entre los

paralelogramos. Por ejemplo, considerar un
cuadrado como un ejemplo de rectdngulo o
que un cuadrado puede ser un ejemplo de
rombo (relaciones inclusivas en el conjunto
de paralelogramos). El objetivo de estas ta-
reas fue considerar un poligono como ejem-
plo de una clase (un tipo mas especifico de
otro tipo mas general de poligono).

En la primera tarea individual los estu-
diantes tenian que identificar el atributo co-
mun en un conjunto de cuadrildteros para sa-
ber cuando un poligono no pertenecia a esa
clase. Los estudiantes debian explicar qué
atributo define la clase y dibujar ejemplos y
contragjemplos de la clase (Tarea 18). La se-
gunda tarea consistio en transformar un de-
terminado paralelogramo en otro segln cier-
tas condiciones. Por ejemplo, transformar
un rectangulo (cuadrilatero representado)
en un cuadrado (descrito en el enunciado)
y explicar qué debian cambiar para realizar
dicha transformacion (Tarea 19).

Sesion 10. En esta sesion se realizaron
tareas con el objetivo de generar un debate
centrado en identificar las propiedades de
las diagonales en la clase de los paralelo-
gramos (Figura 7). En este debate se usd
el geoplano para apoyar los argumentos. En
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particular el foco de atencion fue: en un pa-
ralelogramo las diagonales se bisecan, las
diagonales en el cuadrado y en el rectangulo
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tienen la misma longitud, el rombo y el cua-

drado tienen diagonales perpendiculares (si
forman cuatro angulos rectos).

@ = &

Figura 7. Representaciones de las diagonales en los paralelogramos

En la primera tarea individual se pedia
dibujar un paralelogramo con diagonales
perpendiculares y explicar por qué, si no
fuera posible (Tarea 20). La segunda tarea
consistié en explicar si las diagonales de
un paralelogramo representado cumplian la
descripcion del enunciado presentado (por
ejemplo, Paralelogramo representado: rom-
boide. Enunciado: las diagonales miden lo
mismo.) (Tarea 21).

Cuestionario

El cuestionario inicial y final constaba
de las mismas tareas, lo que nos permitié
comparar las respuestas de los estudiantes.
El cuestionario consta de 6 tareas con un to-
tal de 12 items agrupados en tres focos:

(a) reconocer atributos relevantes de la
definicion de poligono,

a) Rodea los poligonos.

(b) determinar la pertenencia a una clase
de poligonos:

b.1) identificar el atributo comun
que permite reconocer una clase
de poligonos,

b.2) determinar si un poligono perte-
nece a la clase,

(c) dibujar poligonos con determinados
atributos.

Describimos a continuacion los items en
los diferentes focos

(a) Reconocer atributos relevantes de la
definicion de poligono, tarea 1 (items
la, 1b, 1c, 1d y le)

En el item 1la, los estudiantes tienen
que reconocer en un conjunto de 15 figuras
geométricas planas (8 poligonos y 7 no-po-
ligonos), las figuras que son poligonos (fi-
guras planas cerradas con lados rectos y no
cruzados) (Figura 8).

VR QL7
DVOQDO@
ADW/U

Figura 8. Item 1a del cuestionario
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En los items 1b, 1c, 1d y le, los estu-
diantes tienen que identificar los atributos
que faltan en los no-poligonos para transfor-
marlos en poligonos, explicar qué se tiene
que cambiar para transformarlo y dibujar-
lo. Los no-poligonos son: una figura abierta

con lados curvos y cruzados (1b), una figura
abierta con un lado curvo (Ic) (Figura 9),
una figura cerrada con lados cruzados y un
lado curvo (1d), y una figura abierta con la-
dos cruzados (1e).

c) La figura “P” no es un poligono. Indica con tus palabras qué cambiarias para que fuera un poligono.

Dibnijalo.

Figura 9. Item Ic del cuestionario

p
b) Determinar la pertenencia a una clase
de poligonos:

b.1) Determinar la pertenencia a una
clase. Identificar el atributo co-
mun en un conjunto de poligonos,
tarea 2, 3 y 4 (items 2, 3 y 4a).

En las tareas 2, 3 y 4 se presentan dos
conjuntos de poligonos, los que la Maqui-
na de Dibujar puede (ejemplo) y no puede
hacer (no-ejemplo). En uno de los grupos
las figuras comparten un unico atributo —el

que define la clase— y que las figuras del
otro grupo no cumplen. Los estudiantes de-
ben reconocer cudl es el atributo comun, y
dibujar un ejemplo de la misma clase y otra
figura que no pertenezca a la clase (no-ejem-
plo). En la tarea 2 se presenta un conjunto de
poligonos concavos y un conjunto de poli-
gonos convexos (Figura 10), en la tarea 3 se
presenta un conjunto de poligonos con seis
lados y otro con un nimero de lados dife-
rente a seis, y en la tarea 4, en el item 4a, se
presenta un grupo de poligonos simétricos y
otro grupo con poligonos no simétricos.

| TAREA2

|

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer

tienen algo en comin.

PUEDE HACER

NO PUEDE HACER

> P
@dJ

Q

Figura 10. Tarea 2 del cuestionario: poligonos concavos y convexos

b.2) Determinar la pertenencia de un
poligono a una clase. Clasifica-
cion de poligonos, tareas 4, 5y
6 (items 4b, 5 y 6b)

Los estudiantes tienen que identificar el
atributo comun del conjunto de poligonos,
representados mediante dibujos o una des-
cripcion verbal, y determinar si un poligono
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pertenece o no a esta clase. Para este tipo
de tareas, se considera que se clasifican los
poligonos cuando los estudiantes realizan
clasificaciones inclusivas. En el item 4b se
considera el rombo —figura con dos ejes
de simetria— como un ejemplo de poligo-
no con un eje de simetria (Figura 11). En la
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tarea 5 se considera un tridngulo equildtero
como un ejemplo de tridngulo isésceles. Por
ultimo, el item 6b consiste en razonar si un
paralelogramo —cuadrilatero con los lados
opuestos paralelos entre si— es un ejemplo
de un trapecio, —cuadrilatero con dos lados
paralelos—.

ITAREA-‘I

|

Tenemos una Miquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer

tienen algo en comin.

PUEDE HACER

NO PUEDE HACER

™

~ <
./

SNE RN

L
Qp‘|t/r

b) (Puede la Miquina de Dibujar hacer la figura “M™? ;Por qué?

M

Figura 11. [tem 4b: clasificar un rombo como un poligono con un eje de simetria

(c) Dibujar poligonos con determinados
atributos, tarea 6 (item 6a)

El item 6a consiste en dibujar tres cua-
drilateros con dos lados paralelos y tres cua-
drilateros que no cumplan estas condiciones

(Figura 12). Para dibujar un poligono con
determinadas condiciones, el estudiante
debe identificar los atributos del enuncia-
do para asociarlos con las definiciones para
realizar un dibujo

| TaREA 6

Tenemos una Miquina de Dibujar que puede hacer:

| Cuadrilateros (poligonos de cuatro lados) con dos lados paralelos.

a) Dibuja tres cuadriliteros que si pueda hacer y tres cuadriliteros que no pueda hacer.

PUEDE HACER
(Cuadriliteros con dos lados paralelos)

NO PUEDE HACER

Figura 12. ftem 6a: dibujar poligonos con determinadas condiciones
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Entrevistas

Las entrevistas se realizaron en tres mo-
mentos del experimento de ensefianza: an-
tes, durante y después de la instruccion. Las
entrevistas permiten disponer de evidencias
de cambios en el discurso a lo largo de la
secuencia de ensenanza. Las tarcas de las
entrevistas son similares a las realizadas en
las sesiones.

En la entrevista inicial se pedia a los
estudiantes que explicaran sus respuestas
al cuestionario inicial. Ademas, durante la
entrevista se introdujeron nuevas cuestio-
nes similares a las del cuestionario para
comprobar in situ coémo los estudiantes
razonaban, lo que permitia al investigador
corroborar las inferencias realizadas en las
respuestas al cuestionario. Las tareas de la
entrevista fueron:

- La tarea 1, transformar un no-poligono
en un poligono y, dibujar un no-poligono
y transformarlo en un poligono. En am-
bos casos se debe argumentar la transfor-
macion y dibujar el nuevo poligono.

- La tarea 2, identificar el atributo comun
de un conjunto de poligonos. A los es-
tudiantes se les da la consigna de que
hay una Maquina de Dibujar (MD) que
puede dibujar unos poligonos (concavos)
pero no puede dibujar otros (convexos).
Se pide identificar el atributo comun del
conjunto de poligonos que la MD podia
dibujar y, dibujar un ejemplo y un con-
tragjemplo (un poligono que la MD no
puede dibujar).

- La tarea 3, clasificar un conjunto de
tridangulos en dos grupos identificando
el atributo que caracteriza cada grupo v,

dibujar un ejemplo de cada uno de los
grupos identificados.

- La tarea 4, identificar el atributo comun
de un grupo de cuadrilateros que lo dife-
rencia de otro grupo. Un grupo de cua-
drilateros tiene dos lados paralelos y el
otro son cuadrilateros sin lados parale-
los. Se debe explicar la respuesta e iden-
tificar las similitudes entre un cuadrado
y un rombo, y entre un cuadrado y un
rectangulo.

En la entrevista intermedia se incluye-
ron los contenidos introducidos en las sesio-
nes previas. El objetivo fue identificar cam-
bios en el razonamiento de los estudiantes.
Para resolver las tareas de la entrevista, los
estudiantes tuvieron a su disposicion mate-
riales manipulativos como el mecano y el
geoplano para hacer pruebas y razonar con
los modelos, si era necesario. Los atribu-
tos en las tareas de la entrevista intermedia
fueron: concavidad-convexidad, nimero de
lados, diagonales de los poligonos, ejes de
simetria, simetria de los poligonos y angu-
los internos de los poligonos. Las tareas de
la entrevista fueron:

- La tarea 1, reconocer los atributos que
se deben transformar en un no-poligono
para convertirse en poligono y dibujar el
poligono resultante. Determinar la perte-
nencia de poligono a una clase de poli-
gonos.

- La tarea 2, determinar la pertenencia de
un poligono (pentdgono concavo) a una
clase de poligonos (cuadrilatero con-
vexo), dada verbalmente.

- La tarea 3, dibujar poligonos con deter-
minadas caracteristicas y sus diagonales.
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Ademas, se incluyen preguntas sobre la
caracterizacion de poligono concavo y
convexo, el nimero de lados y reconoci-
miento de figuras simétricas.

- La tarea 4, identificar el atributo co-
mun de un conjunto de poligonos (ejes
de simetria), a través de la metafora de
la MD, mostrando ejemplos de poligo-
nos que la MD puede dibujar y ejemplos
que no puede dibujar. Dibujar un ejem-
plo que cumpla el atributo identificado y
un contraejemplo. Establecer relaciones
entre los atributos de un poligono repre-
sentado (hexagono regular con 6 ejes de
simetria) y el atributo comun del conjun-
to de poligonos que la MD puede dibujar
(poligonos con dos ejes de simetria).

- La tarea 5, identificar angulos internos
en la representacion de un poligono y
nombrarlo.

- La tarea 6, representar dos poligonos,
con condiciones dadas, que combinaban
diferentes atributos.

La entrevista final se centr6 en los
contenidos introducidos desde la entrevis-
ta intermedia hasta el final de la secuencia
de ensefianza. Las tareas de la entrevista
se centraban en caracterizar los tridngulos
atendiendo a sus lados y a sus angulos y
caracterizar los cuadrilateros atendiendo al
paralelismo de sus lados. Al igual que en la
entrevista intermedia, los estudiantes tenian
a su disposicion el mecano y el geoplano
para construir modelos y explicar sus res-
puestas. Las tareas fueron:

- La tarea 1, determinar la pertenencia de
un triangulo dado graficamente (tridngu-
lo escaleno) como un ejemplo o no de
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una clase de triangulo, proporcionada
verbalmente (tridngulo equilatero). En
el caso de no pertenecer el ejemplo de
triangulo a la clase determinada, realizar
las transformaciones necesarias para que
pudiera pertenecer, justificando la trans-
formacion y dibujando el tridngulo resul-
tante.

La tarea 2, determinar la pertenencia de
un tridngulo dado gréficamente (trian-
gulo escaleno obtusangulo) como un
ejemplo o no de una clase de tridngulo,
proporcionada verbalmente (triangulo
1s6sceles acutangulo).

La tarea 3, construir un tridngulo isos-
celes obtusangulo con el mecano o con
el geoplano y dibujarlo, explicando la
respuesta. Ademas, se incluye una pre-
gunta para razonar sobre el hecho de si
un tridangulo equilatero puede ser obtu-
sangulo.

La tarea 4, identificar el atributo comun
en un conjunto de cuadrilateros. Se usa
la metafora de la MD que permite di-
bujar paralelogramos con lados iguales
y angulos opuestos iguales (rombos y
cuadrados), pero no puede hacer cuadri-
lateros que no cumplan estos atributos.
Esta tarea exige reconocer los atributos
comunes en un grupo, justificar el razo-
namiento empleado y dibujar un ejemplo
y un contragjemplo. Ademas, se pregun-
ta si una cometa (trapezoide convexo)
cumple o no el atributo de la clase de fi-
guras (Figura 13).

La tarea 5, dibujar dos paralelogramos
con ciertas condiciones relacionadas con
las propiedades de sus diagonales.
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TAREA 4

puede hacer tienen algo en comin.

Tenemos una Mainguina de Dibujar que puade hacer astos cuadriliteros. Todos los coadriliteros que

PUEDE HACER

NO PUEDE HACER

<>
0

=0y

g} Lamaquina de dibujar, jpuede hacer el cuadrilatero “377 ;Por qua?

Figura 13. Tarea 4 del cuestionario de la entrevista final

Implementacion

Las 10 sesiones se desarrollaron en cin-
co semanas (2 sesiones por semana) con el
curso académico 2017/2018. Los estudian-
tes respondieron al miso cuestionario al ini-
cio y después de las 10 sesiones. Ademas,
un grupo de nueve estudiantes contestaron
a tres entrevistas individuales en diferentes
momentos del experimento de ensefianza.
Estos nueve estudiantes fueron elegidos se-
gun las respuestas dadas al cuestionario ini-
cial, con el objetivo de aportar informacion
sobre las posibles trayectorias de aprendiza-
je generadas.

La realizacion de 2 sesiones por semana
posibilitaba las reuniones del grupo de in-
vestigacion para analizar lo sucedido y re-
disenar las siguientes sesiones dependiendo
de como los estudiantes resolvian las tareas.
Cada sesion tenia una duracion de 50 minu-
tos en la que los estudiantes trabajaban en
gran grupo, debatiendo sus respuestas y re-
solviendo individualmente dos o tres tareas
similares a las realizadas durante la sesion.
Todas las sesiones fueron videograbadas.
Los datos que generd este experimento de
ensefanza fueron: las respuestas del cues-

tionario inicial y final, la transcripcion de las
tres entrevistas, los videos y transcripciones
de las diez sesiones, y las respuestas indivi-
duales a las tareas del final de cada sesion.

Antes de empezar el experimento de
ensenanza, los estudiantes contestaron al
cuestionario inicial y se les explicé qué iban
a hacer en las siguientes semanas. En cada
sesion se recordaban los contenidos de las
sesiones anteriores y se presentaban los nue-
vos en la pizarra digital, asi como las tareas
que los estudiantes debian resolver en grupo
y presentar también en la pizarra digital. Los
estudiantes debian explicar sus respuestas y
responder a las cuestiones de sus compa-
fieros. La investigadora-profesora actud de
mediadora, seleccionando los estudiantes
que debian presentar la resolucion de las ta-
reas, teniendo en cuenta las caracteristicas
de sus respuestas, para que todos los estu-
diantes participaran. Al finalizar las diez se-
siones, los estudiantes volvieron a contestar
el cuestionario inicial.

El objetivo de realizar tres entrevistas
en diferentes momentos fue obtener infor-
macion sobre caracteristicas de posibles tra-
yectorias de aprendizaje que se podian estar
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generando. El criterio de seleccion de los
estudiantes fue: tres estudiantes que realiza-
ran incorrectamente casi todas las tareas del
cuestionario inicial, tres que realizaran co-
rrectamente las tareas relacionadas con los
atributos relevantes que determinan la defi-
nicion de poligono y realizaran incorrecta-
mente las tareas sobre los tipos de poligonos
segun sus atributos (concavos y convexos,
nimero de lados, poligonos simétricos y no
simétricos, tipos de triangulos segun sus la-
dos y tipos de cuadrilateros segun el parale-
lismo de sus lados), y tres estudiantes que
contestaran correctamente a la mayoria de
las tareas en el cuestionario inicial.

La implementacion de las diferentes
partes del experimento de ensefianza permi-
tio desarrollar ciclos de disefo-implemen-
tacion-analisis para reajustar las decisiones
iniciales.

Consideraciones finales

El objetivo de este trabajo es ejempli-
ficar la aproximacion metodologica a la in-
vestigacion en educacion matematica basada
en el disefio de experimentos de ensefianza
(classroom-based interventions) (Styliani-
des & Stylianides, 2013). Se ha usado un
ejemplo de experimento de ensefianza diri-
gido a apoyar el desarrollo de la compren-
sion del concepto de poligono en estudiantes
de tercero primaria (9 afios). Se resefia:

(i) el papel que desempefia la teoria en
el disefio de las actividades, y

(i) la necesaria diversidad de fuentes de
informacion que permitan generar
contextos para la triangulacion de las
inferencias que se puedan generar.

Esta metodologia de investigacion per-
mite generar informacion, a través del anali-
sis de los videos, de las respuestas las tareas
individuales y de las respuestas a los cuestio-
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narios iniciales y finales, sobre la manera en
la que las aprehensiones y la deconstruccion
dimensional pueden ayudarnos a compren-
der el aprendizaje de los contenidos geomé-
tricos. En particular, la descripcion del expe-
rimento de ensefianza y la identificacion de
las decisiones metodoldgicas ejemplifican
un tipo de investigacion en educacion mate-
matica dirigida a los problemas de aprendi-
zaje de los estudiantes y como la ensefianza
puede mejorar este aprendizaje.

La puesta en practica de esta metodo-
logia es compleja pero resulta util, ya que
sistematiza la investigacion que se realiza
sobre ensefianza y aprendizaje de las ma-
tematicas. Asimismo, al aproximarnos a
la practica de aula, los datos proporcionan
una descripcion mas real del proceso de
aprendizaje de los estudiantes, aumentando
el poder explicativo de las inferencias reali-
zadas. El control sobre las diferentes etapas
del experimento de ensefianza permite a los
investigadores analizar de forma continua
las intervenciones, redisefiar y adaptar las
tareas y la instruccion.

La aproximacion metodoldgica a la in-
vestigacion en educacion matemadtica que
usa experimentos de ensefianza puede adop-
tar diferentes niveles de detalle que permi-
ten tener un rango amplio de intervencio-
nes. Estas intervenciones pueden ir desde la
aproximacion clinica, como se caracterizan
en las aproximaciones constructivistas, a
intervenciones globales en un aula (Steffe
& Thompson, 2000). Esta diversidad de la
aproximacion metodologica hace necesario
clarificar las caracteristicas de los experi-
mentos de ensefianza, lo que implica consi-
derar diferentes lentes a través de las cuales
ver las investigaciones (Schoenfeld, 2013).

Un valor afiadido que podemos derivar
de este tipo de aproximacion metodoldgica
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en la investigacion en educacion matematica
es la posibilidad de generar registros de la
practica, tales como videoclips del trabajo
en grupo de los estudiantes o sobre las discu-
siones en gran grupo, respuestas escritas de
los estudiantes con diferente nivel de sofisti-
cacion que ayudan a ejemplificar ideas teo-
ricas, que pueden ser usados en la formacion
de profesores (Buchbinder & Kuntze, 2018;
Sanchez-matamoros, Moreno, Perez-Tyteca
& Callejo, 2018). Los experimentos de en-
sefianza pueden aportar diferentes tipos de
representaciones de la practica de ensefar

matematicas que ejemplifican conocimiento
generado por las investigaciones y que los
formadores consideran relevante para ser in-
troducido como contenido en los programas
de formacion. En este contexto, la idea de
descomposicion, representacion y aproxi-
macion a la prdctica subraya la relevancia
que actualmente estan tomando las pedago-
gias de formacion de profesores que se apo-
yan en el uso de los registros de la practica
para apoyar el aprendizaje de los profesores
(Sztajn, Dick, Alnizami, Heck, & Malzahn,
2020).
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