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Resumen

El presente articulo es parte de una investigacion que tiene como objetivo analizar el tra-
bajo matematico personal de profesores y determinar como se activan las génesis semidtica,
instrumental y discursiva en docentes de matematica en relacion a la funcién por tramos. El
estudio se realizo con diez profesores de matematica en un seminario-taller en Lima-Peru.
Como base se utilizan aspectos tedricos y metodoldgicos de los Espacio de Trabajo Matema-
tico-ETM. Como conclusiones, se evidencia en el trabajo matematico de los profesores, la
activacion de las génesis semidtica, instrumental y discursiva y; la activacion de los planos
semidtico-instrumental [Sem-Ins] e instrumental-discursivo [Ins-Dis].

Palabras clave: funcion por tramos, trabajo matematico, activacion de planos, paradigmas.

Abstract

This paper is a part of a research that aims to analyze the personal mathematical work of
teachers, and to determine how the semiotic, instrumental and discursive genesis are activat-
ed by mathematics teachers in relation to the function defined by parts. The study was con-
ducted with ten mathematics teachers in a seminar-workshop in Lima, Pera. Theoretical and
methodological aspects of the Mathematical Working Space (MWS) are used as the basis. As
conclusions, it is possible to evidence personal mathematical work of the teachers, activation
of semiotic, instrumental and discursive genesis, and activation of semiotic-instrumental
[Sem-Ins] and semiotic-discursive [Sem-Dis] planes.

Keywords: function by parts, mathematical work, activation of planes, paradigms.
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INTRODUCCION

Consideramos necesario hacer una re-
vision de investigaciones sobre funcion por
tramos con el proposito de saber cudles son
las mas recientes en el drea de Didactica de
la Matematica, en relacion con la enseflanza
y el aprendizaje de la funcidon definida por
tramos. Por ello, a partir de una breve revi-
sion de literatura, se presenta investigacio-
nes como las de Chumpitaz (2013), Salazar
y Chumpitaz (2013), Saa y Trochez (2013),
Xavier (2015), Xavier y Silva (2017) y Pe-
reira y Nascimento (2018). Estos estudios
analizan desde diferentes perspectivas tedri-
cas y diferentes niveles educativos (secunda-
ria y superior), como se moviliza la nocion
de funcion definida por tramos en estudian-
tes y profesores.

Las investigaciones de Chumpitaz
(2013) y Salazar y Chumpitaz (2013) pre-
sentan, por ejemplo, en la parte experimental
una secuencia de actividades relacionadas
con funcion por tramos y con la mediacion
del GeoGebra. En ambas investigaciones,
los autores emplearon aspectos del Aborda-
je Instrumental e Ingenieria Didactica, res-
pectivamente. En relacion con el analisis a
posteriori de la secuencia, en ambas inves-
tigaciones se muestra que los participantes
conjeturaron, por ejemplo, que los tramos de
la funcion no necesariamente son continuos,
pues en las actividades se priorizd trabajar
con representacion grafica de la funciéon por
tramos continuos y no continuos.

Por su parte, los investigadores Saa y
Trochez (2013) desarrollaron un estudio con
veinticuatro estudiantes de educacion basica
en Colombia. Para el estudio de la funcion
por tramos con el uso del GeoGebra, disefia-
ron y aplicaron una secuencia de actividades

con base en aspectos de los Registros de Re-
presentacion Semidtica e Ingenieria Didacti-
ca, respectivamente. Una de las conclusiones
que destacamos es que el GeoGebra, como
medio, proporciono a los estudiantes la fun-
cion definida por tramos mediante la com-
prension de sus diferentes representaciones.

Otra investigacion que se presenta en
este articulo es la de Xavier (2015) y Xavier
y Silva (2017). Los autores realizan una ex-
ploracion que tiene como finalidad estudiar
el proceso de Génesis Instrumental del ar-
tefacto funcion por tramos, con estudiantes
de segundo y tercero ano de Ensino Medio
en Brasil (12 a 13 afios de edad). Emplearon
también aspectos del abordaje Instrumental
e Ingenieria Didactica, como bases tedrica
y metodologica. En dicha investigacion, los
autores tuvieron como finalidad comprender
como el artefacto simbolico, funcidon defini-
da por tramos, se transforma en instrumento
cuando se resuelve una secuencia de acti-
vidades centrada en la construccion de esta
nocion. En dicha secuencia, los estudiantes
relacionaron la medida del area de figuras
poligonales con la funciéon por tramos. En
sus conclusiones, los autores afirman que la
transformacion del artefacto “funcion por
tramos” en instrumento puede ser compro-
bada cuando los estudiantes resuelven, de
manera individual o colectiva, las activida-
des propuestas. Ademas, senalan que las ac-
ciones de los estudiantes permitieron identi-
ficar sus posibles esquemas de utilizacion y
por consiguiente como se dio el proceso de
Génesis Instrumental (Xavier, 2017, p. 123).

También, el estudio de Pereira y Nasci-
mento (2018) tuvo como propdsito investi-
gar si construcciones realizadas en ambien-
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tes de representaciones dinamicas favorecian
el aprendizaje de la funcion definida por tra-
mos en intervalos reales. Los investigado-
res presentan una secuencia de actividades
en la que utilizan el software /magiciel. En
relacidon con andlisis de la investigacion uti-
lizaron como referencial teorico la dialécti-
ca Herramienta-Objeto y aspectos de Inge-
nieria Didactica. Los autores concluyeron
que el cambio de cuadros con la mediacion
del Imagiciel permiti6 que los participantes
comprendieran la nocion de funcion por tra-
mos, con base en la nocioén de dependencia e
independencia de las variables de funciones
reales.

Por otro lado, como la presente inves-
tigacion se centra en analizar el Espacio de
Trabajo Matematico-ETM personal de pro-
fesores de matemadtica en relacion con fun-
cidn por tramos, se muestran también inves-
tigaciones relacionadas con la formacion de
profesores de matematica y especialmente,
aquellas que utilizan el ETM como base teo-
rica.

En ese sentido, la investigacion de Hen-
riquez-Rivas y Montoya-Delgadillo (2016)
se centra en la vinculacion de los enfoques
sintético y analitico en formacion de profe-
sores de nivel secundario. En esta investiga-
cidn se presenta una situacion didactica que
se focaliza en el analisis del ETM personal
de un futuro profesor de matematicas y en las

transiciones entre los diferentes paradigmas
de la geometria de esta teoria. En esa misma
linea de pensamiento, Goémez-Chacon, Bota-
na, Escribano y Abanades (2016) proponen
elementos para organizar un espacio de tra-
bajo para problemas de lugares geométricos
y, con la interaccion de software, explorar
codmo futuros profesores de matematicas per-
feccionan su concepcion de lugares geomé-
tricos por medio de la apropiacion de las
funcionalidades especificas de software de
representaciones dinamicas, en relacion con
su propia practica, como estudiantes y como
futuros profesores de matematica.

Asimismo, la investigacion de Nikolan-
tonakis y Vivier (2016) presenta un estudio
comparativo entre profesores de matematica
en formacion inicial de Grecia y Francia e
investiga puntualmente, como construir un
ETM idoneo para integrar las numeracio-
nes en otras bases diferentes a la base diez.
Una de las conclusiones que se relaciona con
nuestro foco de interés es la que evidencia
que los ETM personales e idoneos de los
profesores son regidos por el sistema de nu-
meracion en base diez y que el ETM perso-
nal de profesores influye en el ETM idoneo.

Las investigaciones presentadas mues-
tran la pertinencia del presente estudio. A
continuacion, presentamos los elementos
tedricos y metodoldgicos que se utilizan en
esta investigacion.

ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

[m,

Utilizamos aspectos de la teoria del
Espacio de Trabajo Matematico-ETM para
analizar el trabajo matematico de profesores
de matematica cuando resuelven una tarea
sobre funcion definida por tramos.

Para realizar este analisis tuvimos en
cuenta la nocion de paradigma como conjun-
to de creencias, técnicas y valores compar-

u]

tidos por un grupo cientifico. El paradigma
en el ETM determina el trabajo matemati-
co del individuo en un dominio matemati-
co especifico como geometria, analisis, etc.
Es decir, para cada dominio, el ETM define
paradigmas que se pueden interpretar como
la caracterizacion del trabajo matematico
(Kuzniak, 2011). Se presentan los siguientes
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paradigmas del dominio de la geometria y
del analisis:

En el dominio de la Geometria, Monto-
ya-Delgadillo (2014), con base en Kuzniak,
explicita tres paradigmas:

» Geometria natural (GI): refleja la exis-
tencia de una relacion con la realidad
espacial y local del individuo.

= Geometria axiomatica natural (GII):
la geometria es concebida como el es-
quema de la realidad. El razonamiento
de validacion se fundamenta en base a
propiedades, definiciones, etc.

* Geometria  axiomatica  formalista
(GIII): los objetos geométricos provie-
nen de una axiomatica elegida con toda
la rigurosidad y el formalismo del mo-
delo geométrico elegido.

En el dominio del analisis, Monto-
ya-Delgadillo y Vivier (2016) definen los
siguientes tres paradigmas:

= Analisis Aritmético/Geométrico (AG):
permite las interpretaciones y suposi-
ciones implicitas originadas sobre la
base de la geometria, de célculos arit-
méticos o del mundo real.

= Anadlisis Calculatorio (AC): las reglas
del célculo son algo explicitas a pesar
de ello, no resulta necesario reflexionar
sobre la naturaleza de los objetos intro-
ducidos.

= Analisis Real (AR): involucra un traba-
jo matematico que implica definiciones
y propiedades que son establecidas de
manera tedrica.

EspPAcio DE TRABAJO MATEMATICO

El ETM tiene como aspecto fundamen-
tal el analisis del trabajo matematico que
realizan tanto estudiantes como profesores.
Por ello, es necesario explicar lo que desde
esta teoria se llama trabajo matematico. Asi,
Gomez-Chacon, Kuzniak y Vivier (2016) se
refieren a este como la relacion del trabajo
con las matematicas. En relacion al trabajo,
esta idea se asocia a un grupo de actividades
humanas organizadas de tal manera que per-
miten alcanzar los objetivos planeados, por
ello, las acciones y objetivos del trabajo des-
de el ETM estan basados en la matematica.

En relacion a la tarea, Kuzniak, Tanguay
y Elia (2016) explican que una tarea es con-
siderada como cualquier tipo de problema
matematico, con preguntas establecidas de
manera explicita y clara, que requiere de un
tiempo predecible para su resolucion. Asi
mismo, la teoria ETM ha sido desarrollada
buscando vincular y preservar los planos

u]

epistemologico y cognitivo. El plano epis-
temologico estd centrado en el contenido
matematico con una reflexion sobre su orga-
nizacién mientras que, el plano cognitivo se
focaliza en los aspectos visibles y tangibles
de la actividad desarrollada por el sujeto.

Estos dos planos estan organizados de
manera triadica. En el plano epistemologico
se encuentra el representamen (objetos con-
cretos y tangibles); el artefacto (regla, com-
pas, formulas matematicas, etc.); y el refe-
rencial teorico (definiciones, propiedades y
teoremas). El plano cognitivo es constituido
por la visualizacion (interpretacion de los
signos); la construccion (artefactos y técni-
cas) y las pruebas (validaciones con base en
el referencial tedrico). La articulacion de los
planos epistemologico y cognitivo es dada
por tres génesis, como se muestran en el dia-
grama del ETM en la Figura 1.
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Figura 1: Diagrama del ETM (Gomez-Chacon et
al., 2016, p.6)

Asi, en la Figura 1 se presenta una géne-
sis semidtica que articula representaciones
semidticas con la visualizacion; una génesis
instrumental que permite hacer operatorios
los artefactos para la construccion y que
contribuyen a alcanzar el trabajo matemati-
co y; una génesis discursiva que vincula el
referencial tedrico con la prueba utilizando
las propiedades del sistema del referencial
tedrico para ponerlas al servicio del razona-
miento matematico y para su validacion.

Por otro lado, todas las interacciones
entre los planos epistemoldgico y cognitivo
y las génesis, se fusionan en tres planos ver-
ticales: Semidtico-Instrumental [Sem-Ins],
Instrumental-Discursivo [Ins-Dis] y Semio-
tico-Discursivo [Sem-Dis], como se mues-
tra en la Figura 2.

0 0

4\[S:m-Dis]

Figura 2: Planos verticales del ETM (Kuzniak, Tan-
guay y Elia (2016, p.726)

En el plano Semidtico-Instrumental
[Sem-Ins] se distinguen dos formas de tra-
bajo matematico, una orientada hacia la
construccion de los resultados (figuras, gra-
ficos) que cumplen algunas condiciones, y
otra orientada hacia la interpretacion de los
datos brindados por el/los artefactos. En el
plano Instrumental-Discursivo [Ins-Dis] el
punto crucial es la prueba, que puede ser
una justificacion, una prueba experimental o
la argumentacion deductiva pura. El plano
Semidtico-Discursivo [Sem-Dis] se basa en
propiedades, signos y la visualizacion; des-
empefia un papel heuristico pues hace visi-
ble ciertos estados y contextos del trabajo
matematico.

En relacion con la activacion de las gé-
nesis y/o los planos verticales, en el senti-
do del ETM, una o varias génesis se acti-
van un sujeto relaciona las triadas del plano
epistemologico (representamen, artefacto y
referencial) al resolver una tarea y las aso-
cia a las del plano cognitivo (visualizacion,
construccion y prueba). En ese mismo senti-
do, uno o varios planos verticales se activan
cuando dos o mas génesis se activan.

Otra particularidad que es necesario
presentar en relacion con la teoria del ETM,
de acuerdo con Kuzniak, Tanguay y Elia
(2016), son los tipos de ETM llamados:
ETM de referencia, ETM idoneo y ETM
personal.

[...] de esta manera, el trabajo ma-
tematico en un marco escolar se puede
describir gracias a estos tres niveles de
ETM: la matematica considerada por la
institucion que se describe en el ETM
de referencia, éste es desarrollado por el
profesor hasta alcanzar un ETM id6neo
que permita un establecimiento efectivo
en clase, donde cada alumno trabaja en
su ETM personal (Gémez-Chacon et al.,
2016, p. 12).
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Asi mismo, los autores establecen que
para el trabajo matematico en el contexto es-
colar, también se tiene que tomar en cuenta

las orientaciones curriculares de las institu-
ciones educativas.

ASPECTOS METODOLOGICOS Y LA TAREA

=,

Se sefala que la presente investigacion
muestra una vision ampliada del trabajo de
Salazar y Carrillo (2019).

La investigacion se realizé en el marco
de un seminario-taller realizado en mayo
del 2018 en una universidad particular de
Lima, Peru. El seminario-taller consto de
dos sesiones de 90 minutos cada una, du-
rante dos sabados consecutivos. Ademas, se
cont6 con un aula y un laboratorio de infor-
matica en el que estd instalado el software
GeoGebra.

En el seminario-taller participaron diez
docentes de matematica de nivel secundaria
(Educacion Basica Regular) que tienen en-
tre 4 y 7 anos de experiencia docente y en-
sefian en instituciones educativas nacionales
y particulares de Lima. Sin embargo, de los
diez profesores participantes, para este estu-
dio fueron seleccionados, de manera aleato-

u]

ria, dos profesores a los que denominaremos
Profesor A y Profesor B para resguardar la
identidad de cada uno (de acuerdo al proto-
colo de consentimiento informado elabora-
do para esta investigacion, segun los linea-
mientos del comité de ética). En cuanto a la
recoleccion de los datos, se recolectaron las
producciones de los profesores en sus fichas
de trabajo y archivos GeoGebra.

A continuacion, se presenta la tarea en
la Figura 3. Cabe resaltar que esta tarea per-
mite realizar un trabajo matematico en dos
dominios, en el dominio de la geometria
(figuras planas y area) y en el dominio del
Andlisis (funcion por tramos), y tiene como
finalidad analizar la activacion de las géne-
sis semidtica, instrumental y discursiva, en
relacion con la funcidon por tramos, en el en
el Espacio de Trabajo Matematico de profe-
sores de matematica.

o c
A m &
o ¢

Como se muestra en la figura, un punto M recorre el lado de un rectangulo ABCD de 4
u.m. de largo y 2 u.m. de ancho. Llamemos “x” a la longitud del recorrido de A a M.

4] <
/l.l

A e
1] [
M

A ]

|En base a esta informacién: exprese la medida del area de la parte sombreada de

Iceﬁeste, con respecto a la distancia recorrida del punto M y represéntelo graficamente.

Figura 3: Tarea sobre funcion definida por tramos (Adaptada de Xavier, 2015)
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En la tarea se espera que los profeso-
res movilicen la nocién de la funcion por
tramos, con base en la medida del arca de
distintos poligonos que se originan cuando
el punto M recorre los diferentes lados del
rectangulo dado, y ademads, que interpreten
la regla de correspondencia de la funcion
por tramos definida a partir de una variable
real. Es por ello que se espera que el trabajo
matematico personal de los profesores esté
caracterizado en los paradigmas GII del do-
minio de la geometria y de los paradigmas
del andlisis Aritmético/Geométrico (AG) y
del Analisis Calculatorio (AC).

En seguida, se presenta lo que se espe-
ra que los participantes del seminario-taller
realicen “a priori”, con base en los aspectos
teoricos y metodologicos del ETM.

En un primer trayecto, cuando el punto
pertenece al lado del rectangulo, la medida
del area es cero, pues no existe parte som-
breada. En relacion al recorrido del punto
M por el lado BC del rectangulo ABCD (se-
gundo trayecto), se observa que conforme

f(x)=0, 0<x<4

el punto recorre el lado BC, la medida del
area sombreada es la medida del area de un
triangulo rectangulo ABM.

En un tercer trayecto, cuando el punto
M recorre el lado CD del rectangulo ABCD,
la medida del area sera dada por la medi-
da del area del trapecio rectangular ABCM.
Finalmente, cuando el punto M recorre el
lado AD del rectangulo (cuarto trayecto), la
medida del area de la figura sombreada sera
dada por la medida del area del rectangulo
ABCD.

Notemos que se ha relacionado la me-
dida del area de la parte sombreada con
cuatro trayectos y que se esta asociando
todo el trabajo matematico en dos dominios
(geometria y analisis), pues la tarea solicita;
ademads, que se represente graficamente la
medida del area de acuerdo con el recorri-
do del punto M. En ese sentido, si llama-
mos “x” a la longitud del recorrido de M,
los cuatro trayectos se sintetizarian de la

siguiente manera:

f(x)=w=Z(X—4)=(2x—8),cuand0 4 <x <6

}‘(x) _ (4+x—6)(2) In (x-2)(2)

2 2

(x —2), cuando 6 < x < 10

f(x)=(4)(2)=8,cuando 10 < x < 12

Teniendo en cuenta la presentacion an-
terior, se determina que la medida del area
de la parte sombreada en relacion al recorri-

0
fx) =

x—
8

2x —

)

z2,

]

8,

do del punto M por los lados del rectangulo
ABCD, define a una funcién por tramos cuya
regla de correspondencia es la siguiente:

si0sx<4
Si4d<x<6
Ssi6<x<10
sil0<x <12
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La Figura 4 muestra la representacion figural y grafica de los cuatro trayectos explicados

anteriormente.
“head) e farea)
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o ¢ u " n i
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"] ' .
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Figura 4: Representacion figural y grdfica de la tarea

Como se muestra en la Figura 4, las
dos ventanas del GeoGebra promueven la
coordinacion de las representaciones figural
y grafica y movilizan la nocion de funcion
definida por tramos en diferentes dominios
matematicos.

De acuerdo con la tarea presentada, se
muestra la produccion de los dos profesores
seleccionados (Profesor A y Profesor B) y

sus respectivos trabajos realizados en Geo-
Gebra.

Trabajo matematico personal
del profesor A

El profesor A identifica el recorrido del
punto M en cuatro pasos que se muestra a
continuacion (ver Tabla 1) y utiliza el Geo-
Gebra (artefacto) para representar lo solici-
tado en la ficha de trabajo.

Tabla 1: Desarrollo de la tarea-profesor A

Ax) = g (wm)*
E'I"l E'.STC Fl';l"l'it\.' Ll\l;.l st‘l.t' 3 i_\

desplazamiento del puilo M
paso 1

X cm 5 por d(.l:\"\f(_;f:'q de dreq se

es iqual a cero,

dis(’.nbc el seqmenTo AM de 'li;m_‘. tfud

eslablece que el dxeq en edle pv aTo

Axy = G(x-4) lu.m)i
3

k) = 2 Lx-4) (w.m)

E\ cdes plaze mienlo del peiloc ™
describbe 108 5&3.“2“1?.5. AB 4 BM
de YoagiTod 4 4 (x-4)w.m

re 5\)&‘(;\1;\\\@_—\\1':: 5 o par Ty de ellas
se obTiene el drea alx) de \a
vegiéa scwmbisada gel Tuangulo
ABM

paso 2

recla o ‘3"’" o

po
"
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o=

aAx) - (x=orad (am?
2
Az (x-2) tuam®

El desplaza mienfo del peaTo M

describe los segmenlos AB, BC y CM
de longitudes 4, x-6y 2 wm
respeclive menle ; o partv de elas
se cbhliene el area Alx)de la
\’1?.910?\ sombreade del Trapecio
ABCM.

paso 3

L]
s
-

a0 =(4.2) (wmy’

atx)= & Ltam)*
El &cSpluzamichu de) pusito M4 deseribe
les seqmailes AB,BC,CDy DA { wwande
el punTe ™M foglice su Jesplc.zc;m%rﬂbl;
wn lengited 4w (seqmenfo AB, DC)
y 2 uam (seqmedlos BC yDA) - A parTir
de ellas se haya el drea Al de la
Tegién scmbreada del céclangulo
ABRCD.

paso 4

En este procedimiento se puede obser-
var que el profesor A inicia su trabajo mate-
matico en el dominio de la Geometria, pues
en los cuatro pasos hace referencia a ele-
mentos geométricos como segmentos, area
de la region sombreada, poligonos (tridngu-
lo rectangulo, trapecio y rectangulo).

Luego, hace un cambio de dominio y
efectia conversiones y tratamientos alge-
braicos (tratamientos algebraicos para de-
terminar la expresion drea segun una va-
riable x, conversiones de la representacion
figural a la representacion algebraica). De
acuerdo con el ETM, esto evidencia que la
génesis semidtica se activd ya que represen-
ta una funcion por tramos (ver figura 5), lo
que hace suponer que asocid los aspectos
geométricos con los del dominio del ana-
lisis.

rl‘l'-_|1nls l’\‘I.L ; € Tiene
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Figura 5: Conclusion de la tarea-profesor A

Alx) =

/

En cuanto al trabajo matematico, este
es semejante al esperado “a priori” pues de-
termina la regla de correspondencia de la
funcién por tramos y después de ello, para
representarla graficamente utiliza el GeoGe-
bra, como se muestra en la Figura 6. Sin em-
bargo, sus acciones muestran que el profesor
A esta instrumentalizado en relacion al ar-
tefacto GeoGebra (activacion de la génesis
instrumental), ya que no solo representa la
grafica de la funcion por tramos, sino que la
asocia con la representacion figural, lo que
muestra que articula los dominios de la geo-

metria y del analisis.
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Figura 6: Representacion grdfica-profesor A
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A partir de la Figura 6, se manifiesta la
activacion de la génesis instrumental, ya que
se emplea el GeoGebra como artefacto en el
proceso constructivo en el trabajo y muestra
la activacion del plano [Sem-Ins].

Con respecto a los paradigmas que se
identifican en el trabajo realizado por el
profesor A, mencionamos los siguientes.
En los cuatro pasos el profesor manifiesta
caracteristicas del trabajo matematico en el
paradigma de la geometria GII, debido a que
menciona objetos geométricos (segmento,
triangulo rectangulo, trapecio y rectangulo);
ademas, el profesor emplea la definicion de
area y valida dichos conceptos basado en
definiciones propias del dominio. Con res-
pecto al dominio Analisis, en primer lugar,

su trabajo esta caracterizado en el paradig-
ma Analisis Aritmético-Geométrico (AG)
ya que, a partir de conceptos de la geometria
(como longitud de segmentos y area de po-
ligonos), realiza reglas de correspondencia
segun cada tramo recorrido por el punto M,
de acuerdo con la tarea. En segundo lugar,
es posible identificar caracteristicas del pa-
radigma Analisis-Calculatorio (AC), ya que
se basa en reglas del calculo ya definidas y
expresa la funcidén tramos en una variable
real.

En la Tabla 2 se sintetiza el trabajo ma-
tematico del profesor A en relacion con las
diferentes génesis y la activacion de los pla-
nos del ETM.

Tabla 2: Sintesis del trabajo matematico del profesor A

Trabajo matematico Tipo de génesis Planos
activados
Identifica el recorrido del punto M Génesis semiotica y discursiva:
en la representacion figural, ademas  Emplea la representacion figural para in-
denota a(x)=0. terpretar el recorrido del punto.
También emplea la representacion alge-
Calcula la medida de area de los poli- braica.
gonos (triangulo y trapecio) formados
segun cada trayecto recorrido por el Génesis instrumental: [Sem-Ins]
punto M. Identifica y emplea las definiciones de
areas de poligonos (artefacto simbolico).
Utiliza la formula de la medida de Génesis instrumental.:
areas de poligonos. Uso de herramientas algebraicas como
artefacto simbdlico.
Determina la medida del area de los ~ Génesis semiotica:
poligonos como una funcion, segun  Realiza conversiones y tratamientos alge-
cada tramo. braicos (figural y algebraica) que le per-
mite obtener el resultado deseado. [Ins-Dis]
Génesis instrumental:
Moviliza la definicion de funcion definida
por tramos (permite que el artefacto sea
operatorio).
Representa graficamente la funcion ~ Génesis semidtica:
por tramos empleando el ambiente Coordina las representaciones algebraica  [Sem-Ins]

de representaciones dinamicas Geo-
Gebra.

y grafica para determinar la funcion por
tramos.
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Seguidamente, se presenta el trabajo
matematico del profesor B.

Trabajo matematico personal del
profesor B

Para la descripcion y andlisis del de-
sarrollo de la tarea del profesor B conside-
ramos su ficha y archivo en GeoGebra. La
Tabla 3, presenta el paso a paso del trabajo
matematico del profesor.

Tabla 3: Desarrollo de la tarea-profesor B

1) /a

Sobre

imera

a,[S(

&

paso 1

Lalonws

va, Q
A‘@ a’:cha f?ajecfzyra, Onﬂ
529(!16&6 AM d{f a{(a ﬂ(/(.L

4]10 M sdo S c‘?s/if

alr)=0 , SC 0<X-54

J&. So LWOIICA-
505'3'?. 2l 7 S0oyment

L{.) r(. rCe

paso 2 A8-4

{6!‘4 = -4
Eﬂfomj

-—g_? aft

o,i Jnf'o M Sdo st cle rJ;nju_

BC diche. Tre aJ ria Oﬁj’rﬁﬁ'
ol C’ra.jufc‘-) AEM éyﬂ. afta o

@ = A<(X-Y) . -8

Z

a(x) = -8 Ji 4ex <6

ﬁrc.:m,

k) Enla

Sobre €D,

paso 3 AL = d
Bt =2

M = ¥-6
Entonas

alx) = X-2

jgm el mﬁ) M sclo Je desphoa

drdﬂa I?ajerfono_ on jm& el

T'm}xao Agcm g drear 2§

o _ [ 446N, 0 - -2
o o (4229

Si eéx<io

& CuarTo.
Saore. ol s j
recTarﬂu(o A

Enl’oncp)

) En

paso 4 BCD

ffgufa. QJC ,I

al): &

wlo M Solo ci%ﬂa)"
" ﬂ‘rauecfmo- origfina. el
C(ja. dred o) Eumd

St jocxg9

%r lo
ex}msa

a(x) .

;an{o d area c
/'or
0

21X-8
X-2

paso 5

a /'urf-?_ choﬁacla enla_,

, Ok <
J
b 4< X £6

6<Xx <{C
10¢x €12

El profesor B expresa en lenguaje na-
tural el comportamiento del recorrido del
punto M y lo representa algebraicamente
para cada tramo, es decir, al igual que el
profesor A, se encuentra en el dominio de la

geometria ya que menciona términos como
segmento, area, etc. Luego, efectia conver-
siones y tratamientos algebraicos de manera
explicita ya que relaciona la medida de cada
segmento y define el area de cada poligono
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identificado segun los tramos de la funcion
(ver tabla 3). Por lo tanto, se determina la
activacion de la génesis semidtica.

Ademas, identificamos que cada paso
concluye con una regla de correspondencia
en funcidn de una variable x, es decir, se ha
realizado un cambio de dominio. Este cam-
bio es del dominio de la geometria al domi-
nio del andlisis, ya que finalmente represen-
ta algebraicamente una funcion por tramos
de una variable real.

En cuanto al trabajo matematico, al rea-
lizar la representacion grafica de la funcion
por tramos, el profesor B emplea el GeoGe-
bra. En el sentido del ETM, se activa la g¢-
nesis instrumental (ver figura 7).

o [wm?) .

0 2 1 [ 9 [0 2 ) € = (wm.)

Figura 7: Representacion grdfica-profesor B

En cuanto a la representacion de la Fi-
gura 7, el profesor B emplea un color dife-
rente para cada tramo. Ademads, las acciones
del profesor al desarrollar la tarea eviden-
cian que coordind las representaciones alge-
braica y grafica.

Con respecto a los paradigmas del ETM
que caracterizan el trabajo realizado por el
profesor B, mencionamos los siguientes.
En el dominio Anélisis, su trabajo presenta
caracteristicas del paradigma Analisis Arit-
mético-Geométrico (AG) porque emplea
conceptos de medida de un segmento, area
de un tridngulo, area de un trapecio y area
de un rectangulo. A partir de estos conceptos
de la geometria presenta distintas reglas de
correspondencia segun cada tramo recorrido
por el punto M, en el que define una varia-
ble x. Posteriormente, podemos identificar
caracteristicas del paradigma Analisis-Cal-
culatorio (AC), ya que el profesor B se basa
en reglas del célculo ya definidas y expresa
la funcién tramos en una variable real.

En la Tabla 4 se presenta el trabajo ma-
tematico del profesor B en relacion con las
diferentes génesis y la activacion de los pla-
nos del ETM.

Tabla 4. Analisis del trabajo matematico del profesor B.

. Lo . L. Planos
Trabajo matematico Tipo de génesis .
activados
Identifica el recorrido del punto y a Génesis semiotica:
dicha longitud la denomina con la va- ~ Usa representaciones para definir la
riable x. variable x.
Génesis instrumental y discursiva: [Sem-Ins]

Relaciona el recorrido del punto con la
medida de las areas formadas por cada
tramo.

Emplea las definiciones de areas de
poligonos (artefacto simbdlico).

Utiliza las formulas de la medida de las
areas de los poligonos.

Génesis instrumental.:
Utiliza las féormulas como artefacto

simbdlico.
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. Lo . A Planos
Trabajo matematico Tipo de génesis .
activados

Génesis semiotica:

Determina la regla de correspondencia  En la representacion algebraica, calcu-

de la funcion definida por tramos. la la longitud “x” (recorrido segun el [Sem-Ins]
punto .

Representa graficamente la funcion por  Génesis instrumental:

tramos con el uso del GeoGebra. Moviliza la definicion de funcion por [Ins-Dis]

tramos, coordina el registro algebraico
y grafico (instrumento semiotico).

Como se evidencia en la Tabla 4, en
relacion con el dominio de la geometria,
el profesor manifiesta caracteristicas del
paradigma Geometria Axiomadtica Natu-
ral (GII), debido a que menciona objetos

geométricos (segmento, triangulo rectan-
gulo, trapecio y rectangulo). Ademas, el
profesor emplea la definicion de area y va-
lida los conceptos basado en definiciones
propias del dominio.

Di1SCUSION Y REFLEXION FINAL

=,

Al resolver la tarea sobre funcion defi-
nida por tramos que guarda relacion con la
medida del area de un rectangulo dado, los
profesores activan sus conocimientos pre-
vios (por ejemplo, sobre medida de areas y
funcion) y sus acciones muestran el ETM
personal de cada uno. Esto evidencia que
convergen los elementos epistemoldgicos y
cognitivos en la resolucion de dicha tarea.

También, en el sentido del Espacio de
Trabajo Matematico, hemos identificado los
paradigmas que caracterizan el trabajo reali-
zado por los profesores al resolver la tarea.
Estos son fundamentalmente los paradigmas
GI y GII del dominio de la Geometria y los
paradigmas AG y AC del dominio del Ana-
lisis.

En relacion con el trabajo matematico
de los profesores al resolver la tarea, se evi-
dencia la activacion de las génesis semioti-
ca, instrumental y discursiva, ademas, sus
acciones permiten identificar la activacion
de los dos planos verticales Semiotico-Ins-
trumental e Instrumental-Discursivo del

u]

ETM. Si bien los participantes utilizan sus
herramientas tedricas para desarrollar la ta-
rea, se observa la preponderancia semidtica
e instrumental. En relacion con el artefacto
simbolico formula de medida de area, am-
bos profesores lo utilizan para determinar
cada tramo de la funcion y se evidencia tra-
tamientos algebraicos.

Por otro lado, en cuanto a la represen-
tacion grafica de la funcion definida por
tramos en la que los profesores utilizan el
GeoGebra, se observa que el profesor A esta
instrumentalizado con el artefacto GeoGe-
bra, ya que consigue representar la funcion
definida por tramos, asociada a la medida
del area del rectangulo. Por su parte, a pe-
sar de utilizar el GeoGebra, el profesor B no
estd necesariamente instrumentalizado con
este artefacto, pues la grafica muestra que
no esta apropiado de éste.

En relacion con las investigaciones de
la revision de literatura, Chumpitaz (2013)
y Salazar y Chumpitaz (2013) afirman que
los participantes conjeturaron sobre la con-
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tinuidad de la funcion por tramos. Sin em-
bargo, esto no ocurri6 en nuestra investiga-
cién porque en ningun caso los profesores
relacionaron el trabajo matematico con las
caracteristicas de continuidad que presenta
dicha funcion.

En cuanto al uso del GeoGebra, Saa y
Trochez (2013) concluyen que el software
es un medio que proporciona la compren-
sion de la funcion definida por tramos en
sus diferentes representaciones. En nuestra
investigacion verificamos que los profeso-
res emplearon diferentes representaciones:
la representacion algebraica y figural.

Con respecto a la tarea, se tomd como
base los trabajos de Xavier (2015) y Xavier
y Silva (2017) para realizar una adaptacion
cuyo analisis se hizo desde el Espacio de
Trabajo Matematico.

Al igual que el estudio de Pereira y
Nascimento (2018), podemos concluir que
el cambio de dominios matematicos (geo-
metria y analisis) propiciado por el softwa-
re GeoGebra permitié que los participantes
comprendieran la nocion de funcion por tra-
mos con base en la nocidon de dependencia e
independencia de las variables de funciones
reales.

De manera similar que en la investiga-
cion de Gémez-Chacon, Botana, Escribano
y Abdanades (2016), en este estudio propo-
nemos elementos para organizar un trabajo
matematico en los dominios del Analisis
y de la Geometria, relacionados con la in-
teraccion del GeoGebra cuando profesores
de matematicas en servicio mejoran su con-
cepcion de funcion definida por tramos, por
medio de la apropiacion de las funciones es-
pecificas del software.
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